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Avant-propos

Ce document est un support de cours qui s’adresse aux étudiants de 2°™ année de la formation
Licence électronique et télécommunication. En plus, c’est un document de base en matiere de
théorie et traitement du signal pour les post-graduants, qui désirent approfondir leurs
connaissances.

Ce cours permettra a 1’étudiant d’acquérir les notions de base sur les outils mathématiques
utilisés en traitement du signal.

Dans le cadre de ce cours , nous nous intéressons principalement a la théorie du signal qui est
une discipline indispensable de nos jours. Il a pour objet I’élaboration ou I’interprétation des

signaux porteurs d’information.
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(morphologique, spectrale, ....). Signaux déterministes (périodiques et non-périodiques) et
signaux aléatoires (stationnaires et non stationnaires).Causalité. Notions de puissance et
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systemes lin€aires et invariants par translation ou SLIT (Analyse temporelle et fréquentielle).
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CHAPITRE 1:

GENERALITES SUR LES SIGNAUX

1.1. INTRODUCTION

Dans 1'histoire du Far-West, les Indiens communiquaient entre eux avec des signaux de fumée
(déja du binaire), I'armée américaine avec des jeux de miroirs sur les sommets, I'armée frangaise
avec le télégraphe Chappe (inauguré pour annoncer au Directoire la victoire de la bataille de

Valmy), ce réseau de pantins de bois articulés observés a la jumelle.

Nous avons maintenant le signal, support de l'information, moyen de communication des
hommes entre eux et avec leur environnement. L'importance croissante du signal a conduit a
une nouvelle discipline, le traitement du signal, dans laquelle sont associées I'¢lectronique et la

physique des ondes, les mathématiques fournissant des outils conceptuels.

Le signal, support de I’information, est devenu le moyen de communication des hommes, entre
eux et avec leur environnement. L’objectif premier de ce chapitre et de faire apparaitre la
distinction entre signaux déterministes (ou certains) et signaux aléatoires, puis, dans un

deuxiéme temps, leur classement en signaux a temps continu et signaux a temps discret.

Un signal est la représentation physique de I’information a transmettre d’une source a son
destinataire. Il rend la communication techniquement possible. C’est une grandeur dont

I’origine de la nature physique peut étre électrique, acoustique, optique, etc.
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La théorie du signal est I’étude mathématique de ces signaux, faisant totalement abstraction de

leur nature. Un signal sera une fonction du temps x(t) pouvant représenter une tension v(t), une

intensité i(t), etc.

Ces signaux sont classés en deux grandes catégories : les signaux déterministes et les signaux

aléatoires, eux-mémes répartis en signaux continus et signaux discrets.

1.2. NOTION DE SIGNAL

Le signal, support de I'information, est devenu le moyen de communication des hommes, entre
eux et avec leur environnement. L'objectif premier de ce chapitre et de faire apparaitre la
distinction entre signaux déterministes (ou certains) et signaux aléatoires, puis, dans un

deuxiéme temps, leur classement en signaux a temps continu et signaux a temps discret.

Définition: variation d’une grandeur physique de nature quelconque porteuse d’information qui

varie avec le temps, 1’espace, ou tout autre variable ou variables indépendantes .

Mathématiquement, le signal est décrit comme une fonction a une ou plusieurs variables. Donc
il constitue la manifestation physique d’une grandeur mesurable (courant, tension, force,
température, pression, etc.). Les signaux sont des grandeurs ¢électriques variant en fonction du
temps x(t) obtenues a I’aide de capteurs.

R
|

-
Phénomeéne
physique Capteur
Conditionneur
Instrument
(carte d’acquisition) Logiciel

Figure 1.1 : La chalne de mesures
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Bruits mesurés

par le capteur\

. - : : Utilisation
signal emis deio_rmauon Traitement du résultat
par du signal ; ;

li ans une
une source | Par un milieu du Signal s un
de transmission (récupération de application

l'information contenue
dans le signal émis)

Figure 1.2 :Schéma typique du Traitement du Signal

1.3. OPERATIONS SUR LES SIGNAUX

Les opérations sur les signaux consistent en I’étude du signal dans I'espace du temps et 1'espace
des fréquences associé (transformation de Fourier). Les trois distributions de base : impulsion
(Dirac), échelon (Heaviside) et porte. La multiplication des signaux (ou modulation) et le
produit de convolution : opérations duales entre l'espace-temps et l'espace fréquences qui
conduisent aux théorémes de Plancherel et Parseval, dits théorémes de la transmission des

signaux dans les systémes de télécommunications.
» Exemple Signaux monodimensionnels périodiques
Le signal variable le plus simple est le signal sinusoidal
s(t) = asin(2rfyt) avec f,=1/T, (1.1)
Deux parametres le caractérisent : son amplitude a et sa fréquence fp.
En changeant 1’origine des temps en #y, on obtient :
s(t) = asin(2rfy(t — ty)) avec @ = 2nfyt, (1.2)
fo désigne la phase, troisiéme parameétre permettant de décrire complétement la sinusoide.
Comme autre exemple les fonctions :

s;(t) =5t
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s,(t) = 20t?

Décrivent deux signaux, un qui varie linéairement avec la variable indépendante le temps ¢, le

deuxiéme varie de maniére quadratique.

Un autre, considérant la fonction

s(x,y) = 3x + 2xy + 10y?

Cette fonction décrit un signal a deux variables indépendantes x et y qui peuvent représenter

deux coordonnées spatiales dans le plan.

1.4. NOTION DE BRUIT

Le bruit est défini comme tout phénomene perturbateur génant la perception ou I’interprétation

d’un signal, par analogie avec les nuisances acoustiques (interférence, bruit de fond, etc.). La

différentiation entre le signal et le bruit est artificielle et dépend de I’intérét de 1’utilisateur : les

ondes ¢lectromagnétiques d’origine galactique sont du bruit pour un ingénieur des

télécommunications par satellites et un signal pour les radioastronomes.

0,0015

0,0010

0,0005

0.,0000

Am [mg]

-0,0005

-0,0010 -

oo

|

| - 1 M 1 ri— | L 1 1 l L 1 L | - ]

-0,0015 L
0 120

240

360 480 600 720 840 960 1080 1200 1320 1440
t[min]

Figure 1.3. : Le bruit
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Remarque :

Les notions de signal et bruit sont tres relatives. Pour un technicien des télécommunications qui
¢coute un émetteur lointain relayé par un satellite, le signal provenant d’une source
astrophysique (soleil, quasar*) placée malencontreusement dans la méme direction est un bruit.
Mais pour 1’astronome qui s’intéresse a la source astrophysique, c’est le signal du satellite qui

est un bruit.

1.5. NOTION DE LA THEORIE DU SIGNAL

La théorie du signal a pour objectif fondamental la "description mathématique" des signaux.
Cette représentation commode du signal permet de mettre en évidence ses principales
caractéristiques (distribution fréquentielle, énergie, etc.) et d’analyser les modifications subies

lors de la transmission ou du traitement de ces signaux.

La théorie du signal est ’ensemble des outils mathématiques qui permet de décrire les signaux

et les bruits émis par une source, ou modifiés par un systeme de traitement.

1.6. DOMAINE D’APPLICATIONS

Le traitement du signal intervient sous plusieurs formes dans la plupart des domaines de la
technologie,Applications (dés qu’on mesure un signal et qu’on veut en extraire des informations

pour les utiliser dans une application !) :

- Onde acoustique : courant délivré par un microphone ( parole, sons musicaux)
- Géniebiomédical Signaux ECG, EEG

- Imagerie médicale

- Reconnaissance de formes

- Optique

- Images

- Contrdlede processus industriels (mécanique, aéronautique, astronautique, etc.)

- Traitementde la parole ettransmission
- Traitementdes images fixes, vidéos, vision artificielle ;

- Hydraulique
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- Télécommunications (reconnaissance de la parole, téléphonie mobile, codage vidéo et audio

en visiophonie, radars, Mesures physiques, Sonar, géophysique).
- Analyse du sous-sol (ondes sismiques, recherche pétroliere...)
- Aide au diagnostic médical (EEG, ECQG, ...), Signaux Biomédicaux, imagerie médicale.

- Compression mp3, jpeg, mpeg, divx

Télécoms

transmissions

Radio Codage MP3:
Télévision @=.v
Satellites =

Reconstruction d’'images Compression des

en tomographie images JPEG MPEG
T — Compression de la

1 | parole en téléphonie
L ‘i mobile

Figurel.4 : Exemples d’utilisation quotidienne de techniques de traitement du signal

* . Astre trés brillant situé hors de la galaxie et comparable a une étoile

Pour tenter de résoudre les problémes :des algorithmes (méthodes numériques) trés variés,
parfois complexesmais souvent fondés sur des bases fondamentales ont été appliqués.

- analyse en fréquence

- filtrage linéaire (par exemple lissage)(décomposition du signal étudié en une somme de
sinusoides)

- signaux bruités : notions sur les signaux aléatoires.

Exemples :
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Sulcus of
Rolando

Sulcus of
Sylvius

Figure 1.6 :Electrocardiogramme (ECQG) : I’enregistrement de 1’activité électrique du ceeur

1.7. CLASSIFICATION DES SIGNAUX

Pour faciliter I’étude des signaux, différents modes de classification peuvent étre envisageés :

1.7.1. Classification dimensionnelle

e Signal monodimensionnel 1D :

Fonction d’un unique paramétre pas forcément le temps

- exemple: courbe de température
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Tension électrique v(t) = signal unidimensionnel

ra

5 0 1] €l 30

Figure 1.7: Exemple signal monodimensionnelle 1D

e Signal bidimensionnelle 2D

exemple : Image statique niveaux de gris < luminance I(x,y) = signal bidimensionnel

dépendant de deux parametres

Signaux bidimensionnels
Impulsion unité bidimensionnelle
ke, 1):'[ 1 S.l k=l=0

l() s1 k7=/

Figure 1.8: Exemplesignal bidimensionnelle 2D

e Signal tridimensionnel :

Dépendant de trois parameétres (exemple vidéo)
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Séquence d’images <I(x,y,t) = signal tridimensionnel

Figure 1.9 : Exemplesignal tridimensionnelle 3D

1.7.2. Classification phénoménologique

Cette classification se fait selon le caractére déterministe ou aléatoire.

»  Signal déterministe décrivent 1’aspect énergétique du signal. On parle du carré

du signal.

Les signaux déterministes sont des signaux dont 1'évolution, en fonction de la variable

indépendante, peut étre prédite par une représentation mathématique appropriée.
Parmi les signaux déterministes, on distingue :

e Les signaux périodiques, satisfaisant a la relation :
x(t) = x(t + kT) (1.3)
avec k entier qui obéissent a une loi de répetition cyclique réguliere, de periode T
e Les signaux non périodiques, qui ne jouissent pas de cette propriété.
e Signaux déterministes : L aspect énergétique du signal. D'une maniére trés impropre,
nous dirions au carré du signal. Les fonctions de carré intégrable correspondront a des
signaux d'énergie finie, les autres a des signaux de puissance moyenne finie. Importance

des fonctions d'auto-corrélation et inter-corrélation. Densité spectrale d'énergie (ou de

puissance).

Exemples de Signaux déterministe :
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Les signaux sinusoidaux sont un cas particulier de ces signaux qui sont périodiques :

Les signaux non périodiques suivant sont des cas particuliers :

x(t) = e * pour t > 0 sinon x(t) = 0;

y(t) = tpourt > 0sinon t < 0;

s(t) = Asin[(?) t+ ¢]

0.4

06

0.4

0.z

Amplitude

o2tk

04t

0B

A 11

Figure 1.10 : Signal PériodiquesFigure 1.11 : Signal Apériodiques

Temps

z(t) =1

048

06

0.4

0.2H

Amplitude

0.2

a4 H

L6+

natk

0a

06

0.4

Armnplitude

-0.2F

-06
-10

-8

Figure 1.12 : Signal Transitoires
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ur ok

yit) 1) s 4

v
v

Figurel.13 : Exemples de Signaux déterministes

e Signaux aléatoires

Signaux dont 1°évolution temporelle est imprévisible et dont on ne peut pas prédire la valeur a
un temps £.( comportement imprévisible = description statistique). La description est basée

sur les propriétés statistiques des signaux (moyenne, variance, loi de probabilité, ...)

Remarque: tout signal physique comporte une composante aléatoire (perturbation externe,

phénoméne quantique ...)

Les signaux aléatoires ne possédent pas de telles représentations. Ils sont caractérisés par leurs

propriétés statistiques et fréquentielles.
Exemple : les numéros du loto, les cours de la bourse, etc.
Parmi les signaux aléatoires on distingue :

e Les signaux stationnaires :

Ce signal posséde des caractéristiques statistiques invariantes au cours du temps.

(les statistiques sont indépendantes du temps)
- Ergodiques (une réalisation du signal permet d’estimer les
statistiques)

- non ergodiques
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Amplitude

Temps
Figure 1.14 : Signal Stationnaire

e Lessignaux non stationnaires

Un signal est non stationnaire si ses caractéristiques statistiques varient au cours du temps.

Amplitude

A 4ae 085 04 02 1] 02 04 05 DE 1

Temps

Figure 1.15 : Signal Non stationnaire
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Signaux
\
[
I E ; k
L
Déterministes Aléatoires
L L |
] ' i
[ y — 1 : " \
Périodigues i .ND.H Stationnaires .NDH :
périodiques stationnaires
— .| - {

Figure 1.16 : Classification phénoménologique des signaux.

1.7.3. Classification morphologique

e Selon leur nature discréte ou continue.
Les informations transmises peuvent étre réparties en 2 grandes catégories :

- Les données discrétes, l'information correspond a un assemblage d'une suite
d'¢lémentsindépendantsles uns des autres (c'est une suite discontinue de valeurs) et

dénombrable (c'est un ensemble fini).
Par exemple : un texte, qui est un ensemble de lettres (ou de symboles) qui forment des mots.

- Les données continues ou analogiques : résultent de la variation continue d'un phénomene

physique.

Exemple : le son se propage dans l'air sous forme d'une onde de pression, transmise par le

mouvement des molécules.

En gros c'est une déformation de l'air di & un phénomene physique, nos oreilles, entre autres,

vont capter cette vibration, la transmettre a notre cerveau qui la traduire en son.
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Ce signal varie dans le temps, de maniere continue (c'est a dire que son intensité, sa fréquence

peuvent prendre n'importe quelle valeur) : on dit qu'il est analogique

Définition : Signal « a temps continu » = signal susceptible d’étre observé et mesuré a chaque

instant.

La plupart des phénomenes physiques (en tous cas les phénomenes naturels) sont de nature

continue.

Définition : Le signal est dit « a temps discret » lorsqu’il est défini et susceptible d’étre mesuré

a des certains instants seulement.

Les signaux continus et échantillonnés a intervalles réguliers font partie de cette

catégorie.

Signal Fréquence d’échantillonnage

parole 8 kHz (téléphonie)

16 kHz (conférence audio)

Audio 32 kHz
44,1 kHz
48 kHz
Vidéo Environ 10 MHz (définition PAL)

Tableau 1.1 : Quelques fréquences d’échantillonnage reperes
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TEMPS
CONTINU DISCRET
AMPLITUDE

signal analogique s(t) signal quantifié s (i)
CONTINU ﬂ‘
QUANTIFICATION
signal echantillonneé s(nT.) signal numerique sq(nTe}

e }@%

Tableau 1.2 : Les quatre types de signaux classés suivant leur morphologie (continue ou

discrete)

Du support, le temps pour un signal

De ’espace de ses valeurs (Amplitude)

4 combinaisons Temps/Amplitude explicites dans le tableau ci-dessus
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signal analogique s(t)

signal quantifié s ;(t)

=S

e
7]

signal échantillonné s(nT.)

signal numeénque sq(nTe)

signal a amplitude et temps continus (signal analogique) :

s()

signal a amplitude discréte et temps continu (signal
quantifié) : sq(2). Ce signal correspond a celui qui est fourni
a la sortie d’un circuit convertisseur numérique analogique

pour la commande d’un actionneur q

\

signal a amplitude continue et temps discret (signal
¢chantillonné) : s(nTe). Ce signal, obtenu a I’aide d’un circuit
¢chantillonneur bloqueur, est transmis a un circuit
convertisseur analogique numérique pour obtenir un signal

numérique utilisable par un ordinateur

signal & amplitude discrete et temps discret (signal logique

ou numérique) : sq(nTe).

Signalanalogiqueoucontinu

-1l représente 1’évolution d’une grandeur physique

-Souvent transformée en une tension électrique u(?) a la sortie d’un capteur

-11 est défini atoutinstantt.
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microphone

A

u(t)

0§

v

\i uft) LR

Figure 1. 17: Exemple signal analogique.

De nos jours, il faut souvent convertir les signaux analogiques naturels en valeurs numériques
et inversement. Le dispositifle plus général de mise en ceuvre du traitement numérique du signal

est ce qu'on appelle une chaine de traitement du signal.

L'exemple choisi dans la diapositive suivante concerne le traitement du son, grandeur purement

analogique.

11 regroupe tous les composants d'une chaine de traitement de I'information telle qu'on peut la

rencontrer dans 1'industrie ou le laboratoire pour le traitement d'autres grandeurs analogiques.

e Chaine de traitement du numérique du signal

Le signal analogique subit les traitements suivants : Il est d'abord amplifi¢ par un amplificateur

analogique.

CHAINE DE TRAITEMENT NUMERIQUE

Capteur 'AmpflﬂcateuE Tran.:;l;n ik Amplificateur Transducteur
Analogigque ' .»l\nalc:uﬂlquel Transmission Analogigque Analogigue
: ! — =
)) ICAN = S CNAL
I ] =
e e Convertisseur
Analogique- Numérique-
Mumérique Analogique
Domaine Domaine Domaine
hPaou mV Analogique Numeérique Analogique
01010101 V ou hPa
10100101
00100100
11011101
Secondes el e Secondes
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Figure 1.18 : chaine de traitement du numérique du signal

11 est d'abord amplifié parEn_amfliﬁ'cat_eur_anﬁlo@qﬁe 1

Un| CUNVE‘RTTSSEUMOCTQUE—NUMEKIQ'UI] convertit le signalanalogique en
sig umérieere. —
(Le nombre de bits générés est une caractéristique du convertisseur employé).

Le signal est acheminé pal un "bus" ‘qui compte autant de fils que de Bits, VEI’ﬁﬁéI

!_detraitement numérique (ordinatellr).

Le traitement peut étre une simple mesure de la grandeur (déclenchement d'une alarme en cas
de dépassement) jusqu'aux opérations complexes de filtrage et compression des sons.

Le traitement numérique a souvent pour but de générer des signaux de sortie pour commander
des moteurs en commande analogique, ouvrir des vannes analogiques (progressives), etc..

Dans le cas du son, notre exemple, il doit étre reproduit par une chaine comprenant

| amplificateur final et haut-parﬁsjhdais ces actionneurs sont tous analogiques et 1'ordinateur

ne "parle" que numérique.Pour cela on prévoit en sortie de l'unité de traitement un

ICONVERTISSEUR NUMERIQUE-ANALOGIQUF?ilui, comme son nom l'indique

transformera le signal multi-bits en si_gnal analogique final.

1.7.4. Classification énergétique

Dans ce cas, on distingue deux classes de signaux, a savoir:
P Les signaux a énergie totale finie
Ey < (1.4)
P Les signaux a puissance moyenne totale finie (non nulle)
0<Py <o (1.5)
Définitions :

Pour un signal x(2), l'énergie totale est donnée par:
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T
2
et sa puissance moyenne totale est exprimée par:
1 =
Py = lim_q, — Jrlx(@®1? dt(1.7)
2

Exemples :

1-x4(t) est un signal a énergie totale finie.

_[exp(=t) t=0
x1(6) {0 ailleurs

2-x,(t)est un signal a puissance moyenne totale finie

X, (t) = cos (wq.t)

(=

Energie finie

Energie infinie

!
l | Puissance finie |

Puissance nulle l

Eygy < +inf

PmoyTot =0
- Signaux périodiques
l - Signaux apériodiques non
transitoires

= = - Signaux aléatoires
ignaux transitoires permanents

Figurel.19 : Classification énergétique

Remarques
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* On peut trouver des signaux théoriques qui ne sont pas a énergie totale finie ni a

puissance moyenne totale finie, par exemple :

x(t) = exp(t) pour —o0o <t <+ & E, =40, P, = +©

Les signaux peuvent étre soit a énergie totale finie ou a puissance moyenne
Les signaux périodiques sont des signaux a puissance moyenne totale finie;

Les signaux transitoires sont des signaux a énergie totale finie.

1.7.5. Classification spectrale

totale finie;

Dans cette catégorie de classification, le signal est classifie selon la bande de fréquence qu’il

occupe. Dans ce cas, on peut distinguer plusieurs classes :
P Signaux BF (Basses Fréquences),
» Signaux HF (Hautes Fréquences),
P Signaux a bande transposée (Passe bande),
P Signaux a bande étroite,
>

Signaux a bande large,...

La largeur de bande AF représente le domaine des fréquences occupés par le spectre du

signala étudié.

x(f) &

AF

-

Figure 1.20 : Exemple d’une largeur de bande d’un signal
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Largeur de bande : AF= fmax - fmin

v Signaux de basses fréquences (BF) : ils sont des signaux dont la largeur de bande est située

dans les faibles fréquences, ou fmin= 0 ou proche de zéro.

x(f) #

Figure 1.21 :Exemple de signaux de basses fréquences

v Signaux de hautes fréquences (HF) :ils sont des signaux dont la largeur de bande est située

dans des fréquences élevées.

X (1)

'f ‘f fm.;.

max min

Figure 1. 22 : Exemple de signaux de hautes fréquences
v'Signaux a bande étroite (fmax=~ fmin): ils sont des signaux dont la largeur de bande est

relativement courte.

% (f) F |

H = >

i-\.rl"lll'l 1‘:11.11

& lumx 'tmm

Figure 1. 23: Exemple de signaux de bande étroite
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v'Signaux a large bande (fmax » fmin) : ils sont des signaux dont la largeur de bande est

relativement étendue voire infinie.

X(f) &

] l 1 ]
T T T T

_i_m_l_‘ _tl.l.l.iﬁ Yo i

Figure 1.24 : Exemple de signaux a large bande

Remarque :

» On peut trouver d'autres modes de classification selon l'intérét et l'utilité¢ de la
classification désirée, par exemple, on peut classifier les signaux selon le mode de

causalité. Dans cette classification, on trouve :
a) Les signaux causals,
b) Les signaux anti-causals,

¢) Les signaux non-causals.

ik ®(t)

oy

Figure 1. 25 : Exemple d’un signal non causal
Définitions : Un signal est dit causal s'il est définit seulement pour 0=t

Un signal est dit anti-causal s'il est définit seulement pour t<0, et il est dit non-causal s'il

est définit pour 0=t et t<0.
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Ikx{tb

- .

Figure 1. 26 : Exemple d’un signal causal
Signaux causals :
Un signal est dit causal s’il est nul pour toute valeur négative du temps X(?) =0 pour ¢ <0.
On peut le rendre causal si *U(t).

e Signaux pairs et impaires :

Un signal est pair si x(t) = x(—t)exemple : cos(wt)

‘:ﬂi}// Axe dezymétrie

Figure 1. 27 :Exemple d’un signal pair

Un signal est impair si x(t) = —x(—t)
exemple : sin(wt)

ilx{t}

t

Pomt de symétne
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Figure 1. 28:Exemple d’un signal impair

Remarque tout signal réel peut étre décomposé : une partie « paire » et une partie
« impaire ».
x(t) = x,(t) + x;(t) (1.8)
e Operations sur les signaux
A.Décalage temporel
-Décalage vers la droite qui représente le retard est : (t)= (t- 0)

-Décalage vers la gauche qui représente la prédiction est : ()= (t +t0)

Avect0=T

X(t+T) X(t) X(t-T)

DA A

= »
T o h

Figure 1.29 : Exemple d’un décalage temporel du signal
B.Réflexion (Effet miroir)

La réflexion d’un signal est exprimée par : y (t)= x(- t)

W(t)

B

:-:l:—g\.

i
t

o

Figure 1.30 : Exemple d’une réflexion d’un signal
C.Dilatation et compression

La dilatation ou compression d’un signal est exprimée par: y (t)= x(at )
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4 + (b) Compression
(a)
{1 a-1

Yitl=x([at)
/ p

-y

Yit)=X(at) (c) Dilatation

j O=<a<1

U t'

Figure 1.31 : (a) Exemple d’un signal sans dilatation ni compression ; (b) Exemple d’un
signal compressé ; (¢) Exemple d’un signal dilaté

D.Signal de durée finie (signal borné dans le temps)
Un signal est de durée finie s’il est nul dans un intervalle prescrit T : (t)=0, €T. Cessignaux

sont ¢galement appelés signaux a support borné.

X(t)

-

0 T

-
t

Figure 1.32 :Exemple d’un signal borné

1.8. SIGNAUX USUELS(PARTICULIERS)

1.8.1. Fonctionsigne

Définition: (Fonction Signe) La fonction signe, notée sgn est une fonction réelle de la variable

réelle définie par :
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_ (=1 pourt<o0
Sgn(t) = { 1 pourt >0 (1.9)

iy
1

Figure 1.33 : fonction signe

1.8.2. FonctionEchelonUnité

Définition: (Fonction échelon unité) La fonction échelon unité, ou simplement échelon ou

fonction de Heaviside, notée u(z), est une fonction réelle de la variable réelle définie par :

0 pour t<O0

u(®) = {1 pourt =0 (1.10)

ut) 4

»
—

Figure 1.34: ¢chelon unitaire

1.8.3. Fonctionrampe

Définition : (Fonction rampe) La fonction rampe, notée r, est une fonction réelle de la

variable réelle définie par :r(t) = f_too u(s)ds
Cette fonction est aussi definie par :

r(t) = t.u(t)
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0 pourt <

0
t pourt>0 (1.11)

d'ou r(t) = {

it &

e

Figure 1.35: Fonction rampe

1.8.4. Fonction rectangle ouporte

Définition : (Fonction rectangle unité) La fonction rectangle, ou fonction porte, de largeur 1,

notée rect, est une fonction réelle de la variable réelle définie par :
1 1
rect(t) =u (t + E) —u(t— E)

1 pour |t| <£
rect(t) = T (1.12)
1 pour |t| >

rec(t/T) o

> |

-T2 T2

Figurel.36 : Fonction porte
On remarque que ’aire de la fonction rectangle de largeur unité vaut 1.

recifi) rect{i/T)
- j &
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Figure 1.37: Représentation simplifiées des fonctions rectangle de largeur unité de de largeur

T

. rectifi- |
Jrect(i-o Ia ectf{t- /7]

12 r+{2 -T2 r+ 2

Figure 1.38 : Fonctions rectangle de largeur unité de de largeur T, translatées de t

1.8.5. FonctionRectangulaireDécalé

La deuxieéme écriture du signal rectangulaire est :

rect(t) =u(t— (—§)> —u(t—g) =u(t+§) —u(t—g) (1.13)

D’une manicre générale pour une impulsion rectangulaire d’amplitude4 , de durée T centré en

t=r1

x(t) = A.rect [(t ; T)l

-

Xit)

-T2 T T +T12

Figure 1.39 : Fonctions rectangle translatées de t
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e (1= o/ T)

- g - ¥

L - i T F.

P
-

r-T/2 r+ 772

x(t) = rect[(t- 9/T].x(1)
/T |

[
-T2 r+f2

|

Figure 1.40 : Utilisation de la fonction rectangle pour prélever un morceau de signal

1.8.6. Fonction triangle
Définition: (Fonction triangle) La fonction triangle unité, notée tri, est une fonction réelle

de la variable réelle définie par -

tri(t) =1—|t| silt]<1
{tri(t) =0 si |t] >1 (1.14)

tri (1)

/N

-1 l

¥

Figure 1.41 : Fonction triangulaire

Remarque : Cette fonction triangle est trés usuelle. Nous verrons dans les chapitres suivants
qu’elle intervient notamment dans le résultat du produit de convolution de deux fonctions

rectangle, ou dans I’auto-corrélation d’un signal rectangle.
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1.8.7. Impulsion de Dirac

Définition(Impulsion de Dirac) La distribution ou impulsion de Dirac, notée §(t), vérifie :

8(t) =0, sit+#0

j;:owS(u)du =1

L’impulsion de Dirac correspond a une fonction porte dont la largeur T tendrait vers0 et

dont I’aire est égale a 1.

1 pour t=0
8() {O pourt 0
a(t) 4

A

>t

Figure 1.42 : impulsion de Dirac
» Propriété d’impulsion de Dirac

v' Intégrale

j+008(t) dt=1
f 0. 5(0) dt = x(0)

f+oox(t)8(t —to) dt = x(tg)

v Produit
x()8(t) = x(0).6(t) = x(0)
x(D8(t — to) = x(t)8(t — to) = x(to)
v Identité
x(t) * 8(t) = x(t)

v" Translation

(1.15)
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x(t) * 8(t — ty) = x(t —tg)
x(t—t) *6(t—ty) =x(t—t; —tg)

1.8.8. Peigne Dirac

On appelle peigne de Dirac une succession périodique d’impulsions de Dirac. T est la

période du peigne.

Cette suite est parfois appelée fonction d’échantillonnage ou train d’impulsions.

8r(t) = Xil o 8(t — kT) (1.16)
orlt) 4
F 3
»
KT 2T T T 2T KT

Figure 1.43 : Peigne Dirac

1.8.9. Fonction sinus cardinal

Cette fonction est trés courante en traitement du signal ou elle intervient comme transformeée

de Fourier d’une fonction rectangle. Une fonction rectangle permet de représenter par exemple

des opérateurs idéaux de filtrage. La fonction sinus cardinal, notée sinc(u), est définie :

Définition :

La fonction sinus cardinal est defini par :

. __sin (7t)
sinc (t) = —
Avec lim 22 = 1

x—>0 X

(1.17)
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sinct) |

Figurel.44 : Sinus cardinal

Cette fonction joue un rdle trés important en traitement du signal.
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CHAPITRE 2

Analyse de Fourier

2.1. INTRODUTION

Le mathématicien et physicien frangais Joseph Fourier (1768—1830) a introduit les outils
d’analyse qui portent son nom, dans un célébre mémoire consacré a la Théorie analytique
de la chaleur (1822), aujourd’hui consultable en ligne. C’est donc dans le but de résoudre
une ‘équation aux dérivées partielles d’’évolution provenant de la physique que les séries
de Fourier et la transformation de Fourier ont "été inventées. D’abord outil formel — on
trouvera dans le mémoire de Fourier fort peu de justifications mathématiquement
rigoureuses de la décomposition en séries de Fourier.L’analyse de Fourier a inspiré de
nombreux travaux mathématiques au XIXéme et au XXeéme siccle, jusqu’’a trouver son
cadre moderne, 1a encore particuliérement bien adapté aux ‘équations aux dérivées
partielles, dans la théorie des distributions de Laurent Schwartz (1915-2002) a partir de
1945. La théorie de Fourier, qui s’est "également révélée "étre un outil essentiel dans
d’autres domaines des mathématiques — théorie des nombres, théorie des groupes, trouve
donc naturellement sa place dans un cours consacré aux problémes d’’évolution. Dans ce
chapitre, nous allons tout d’abord rappeler les notions d’analyse de Fourier qui nous seront
utiles dans la suite. Un premier paragraphe sera ainsi consacré aux séries de Fourier des
distributions périodiques, a une, puis plusieurs variables, et sera suivi d’un paragraphe de
présentation concise de la transformation de Fourier des distributions tempérées, qui est la

contribution principale de L. Schwartz a cette théorie.
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Le lecteur est supposé avoir suivi, préalablement a ce cours, un cours d’introduction a la

théorie des distributions, que nous utiliserons librement.

Puis nous consacrerons deux autres paragraphes a des exemplesd’équations d’évolution
a coefficients constants pour lesquelles 1’'usage de I’analyse deFourier est déterminant :
I’équation de la chaleur et I’équation des ondes. Enfin, un dernier paragraphe sera 1’occasion
d’introduire au concept général d’équation dispersive, et de discuter en détail 1’équation de

Schrodinger sans interaction.

La transformé de Fourier est un des outils mathématique les plus utilisés dans 1’analyse
et la conception des systémes LTI ( Linear Time Invariant).

Une autre approche c’est la série de Fourier. Ces techniques de représentations des
signaux en fait, est une décomposition des signaux en une succession de composantes
sinusoidales (exponentiels complexes).

Avec une telle décomposition un signal est dit étre représenté dans le domaine fréquentiel.

La plupart des signaux d’intérét pratique peuvent €tre décomposés en une somme de
composantes sinusoidales.

e Pour la classe des signaux périodiques, une telle décomposition est appelée série de
Fourier.
e Pour la classe des signaux a énergies finies la décomposition est appelée transformée de

Fourier.

2.2. ANALYSE FREQUENTIELLE (SPECTRALE) DES SIGNAUX
A TEMPS CONTINU

Par analogie par exemple a la décomposition de la lumicre blanche (par exemple un rayon de
soleil) a travers un prisme en différentes couleurs (différentes raies : celles d’un arc en ciel)

ainsi :

La lumiére blanche =) Notre signal
Le prisme  — L’analyse de Fourier
Différentes raies ==——) (Composantes fréquentielles
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La série de Fourier permet de représenter toutes les fréquences contenues dans un signal

périodique dont la fonction x(t) est connue mathématiquement.

Signal

/ Analyse

Temporelle Frequentielle
b 4 ¥
Réponse transitoire -Specire de puissance
du systéme -Réponse en fréguence
-Décomposition fréquentielle du signal
Série de Fourier Transformée de Fourier
Signal périodique Signal apériodique

Figure 2.1 : Analyse fréquentielle

Tout signal périodique est la somme de signaux harmoniques d’amplitudes distinctes et d’une

composante continue si elle existe.
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Onginal signal

Average value fa +1p
wsi- :}cumpuncnt l+ | : H=A 27t 4 A e/ T 4 Ao Tht —— h(1) —— y(©)
i + . b : - X ” 4 2 1€ .
sin(27f,.f) component v+ !
: ' +
: : Q : . B,e/™/
:tn{?m[ll_f‘,.lr]c:ﬂ'rlnptmcnl + fS ) . . Ae 2mfir hir)
i i ] i E
sin(2m(2f,)f) component n T+ i i
. - —_— e W e ie W e :
EDS{Z‘IT!‘;E};-}HCDI‘I}IF[‘HIEI‘I[ . Y+ : : Azf"lzﬂfz: — h(r) - + +)—> y(1)
o —————— e s O 0
sin(2w(3f:)1) component T+ ; '
il - ¥ R A A -~
' - : : Bye! ™!
I L] -2 - x
‘m{"’ﬂ{-iﬂ ) -::umpmcnl T+ ; : Aqel?h! = h(1)
F + w ,!--...--'\ T

sin(2 w(4f,]r}¢¢mponenl

fo yt Tg tyt Ty

Figure2.2. : Représentation harmonique d’un signal périodique

COURS THEORIE DU SIGNAL (2022\2023)LICENCE 2: ELECTRONIQUE/TELECOMMUNICATION Dr S. TAHRAOUI

44



Université HassibaBenbouali de Chlef
Faculté de Technologie
Département d’Electronique

Pour caractériser un signal, la série de Fourier nous fournit des parametres qui ne sont pas
visibles dans le domaine temporel.

Exemple de reconstruction de signal :

':}rig_inal rii:.::n:ll {:lriginal mgn.ll
k= fo= |
NN TN, W TN TN T
=2 k=2
NN TNL a2 NN
L k=5 | gm5 |
ST TN e N
L k=10 D k=10 |
/SR W A WA \ W
k= 20 1 k=20
v i1 e
k= F[) EJ;-—"![IE
1 1 —m1 1 —
L k= 100 k=100
1 —1l1

Figure2.3 : Reconstitution du signal original a partir d’'une somme de signaux sinusoidaux

+ Plus nous avons de signaux et meilleure sera la recomposition du signal original.
- le signal reconstitu¢ contiendra des discontinuités proportionnelles au nombre de signaux

—combinés phénoméne de Gibbs

Analyse De Fourier

Analyse harmonique (ou fréquentielle) = instrument majeur de la théorie des signaux et des
systemes

Le développement en séries de Fourier (puis la transformation de Fourier) permet d’obtenir une
représentation spectrale des signaux déterministes, ¢’est-a-dire. la répartition de

1. Pamplitude

2. la phase
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3. I’énergie

4. la puissancedes signaux considérés en fonction de la fréquence.

L’¢lément fondamental de I’analyse de Fourier est constitué par le fait qu’un signal périodique

peut étre décomposé en une somme d’ondes sinusoidales.

2.3. LA SERIE DE FOURIER ET LES SIGNAUX PERIODIQUES A
TEMPS CONTINU

Des exemples de signaux périodiques rencontrés en  pratique:  carré,
rectangulaire,triangulaire, et bien sur le sinusoidal ou exponentiel complexe. De tels signaux

sont analysés par la série de Fourier.

2.3.1. Définition de la série de Fourier complexe

Série de Fourier est une approximation d’une fonction périodique par décomposition en
harmonique (cos et sin) dans le but est :

e Calcul des coefficients de Fourier

e Donner la série de Fourier

e Théoréeme de Dirichlet

e [Egalité de Perceval

On sait qu’une combinaison linéaire d’exponentiels complexes a I’aide des relations d’Euler

liées de maniere harmonique de la forme complexe :

Relations d’Euler :
etixjieJjx

cos(x) = >

@.1)

+j.x_e—j.x

sin(x) == (2.2)

2j
On montre aisément que la série de Fourier peut étre transformée en une série de

Fouriercomplexea partir de la série de Fourier de la représentation sinusoidal :

X(6) = $h2 o ¢ e2mkFt 23)

Est un signal périodique de périodefondamentale Tp = —
0

Ainsi on peut penser que les signaux exponentiels :
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[ejZ”"FOt avec k=0,+/-1;4+/-2;............. ]sont les blocs de base pour la construction
des signaux périodiques moyennant un choix approprié¢ de la fréquence fondamentale F;, et des

coefficients[cy].

Fydétermine la fréquence fondamentale de X(t) et les coefficients [cj]spécifient la

morphologie du signal.

Ainsi on suppose qu’on a un signal périodique X (t)avec la périodeTp. On peut représenter

ce signal par la sérieappelée série de Fourier.

X() = Th2... ¢ e12™Fot(2.4)

On I’appelle équation de synthése

L’expression des coefficients [cj] est ainsi donnée par :

ce = [V, LT X@eTPFotan (2:5)

sik=0 On I’appelle équation d’analyse

2.3.1.1. Les conditions de Dirichlet sont :

Un point important qui apparait dans la représentation des signaux périodiques X (t) par la
série de Fourier est la question est-ce que cette série converge vers X(t) pour n’importe

quelle valeur de t ?

En fait les conditions appelées conditions de Dirichlet assurent cette égalité a I’expression des
valeurs de t pour lesquelles X (t) est discontinu. A ces valeurs de t la série de Fourier converge

a une valeur moyenne de la discontinuité.

1. Lesignal X(t) a un nombre fini de discontinuités dans n’importe quelle
période.
2. Lesignal X(t) contient un nombre fini de maxima et de minima durant une

période

COURS THEORIE DU SIGNAL (2022\2023)LICENCE 2: ELECTRONIQUE/TELECOMMUNICATION Dr S. TAHRAOUI

47




Université HassibaBenbouali de Chlef
Faculté de Technologie
Département d’Electronique

3. Lesignal X(t) est absolument intégrable dans n’importe quelle période c’est-

a-dire[,, |X(t)|dt < oo (2.6)
p

En fait tous les signaux périodiques d’intérét pratique remplissent ces conditions.

2.3.1.2. Définition du spectre d’un signal

Le spectre d’un signal n’est rien d’autre que la représentation en fréquence des sinusoides qui

le compose.

Une sinusoide X(t) = Asin (wt + 0)

A : Amplitude.

w = 2nf:Pulsation

0:La phase.

La représentation de I’amplitude en fonction de f c’est le spectre d’amplitude.

La représentation de la phase en fonction de f c’est le spectre de phase.

e Spectres de fréquences

Spectre occupation en fréquence de x(t) densité spectrale de puissance

& C2
d
0 c,
C3
C
4 . )
| |Er |C7’

0 o 2w 3wide 50 6@ Tw

Figure 2.4 :Spectre d’amplitude
En ordonnée : I’amplitude des harmoniques

En abscisse : les pulsations correspondantes
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e Spectres de phase

(P , ‘ (D 1

0 © 20 3wde | ‘ '

Figure 2.5 :Spectre de phase

En ordonnée : la phase des harmoniques
En abscisse : les pulsations correspondantes

Exemples de décomposition
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x(t) Représentation Spectre d’amplitude
fréquentielle
4 car(t) ) aA/n a,=0,Vn
HA—  — car(t) = b =2 135,
0 . nrT
g Llr ot | 44 2 : sin(2n + et b, =0,n=2,46..
} T 2n+1 4A/3
A | n=0 )i ! 4A/5n
| >
8w 200 3wdgy 50 60
5 tri(t) ) 1 8g/m2 a, = —8—81 ,n=135,..
Bl tri(t) = nmw
A /\ / ; a,=0,n=0,2,4.6.,..
\ | /i T | 8B z cos(2n +1)wt b, =0.%n
T2\ \/ 7’ (2n+1)° 8B/91
BYo oMV =0 |
L,
) 2?0 3w 4?9 Sw

On dit que le spectre est discret c’est le cas de tout les signaux periodiques.

2.3.1.3. Les harmoniques

On appelle les différentes sinusoides qui composent le signal harmonique. On le numérote

en fonction de leurs fréquences. L harmonique numéro n a une fréquence égale a n multiple

celle de la fréquence de départ (fondamentale).

L’harmonique n=1 s’appelle le fondamentale.

2.3.2. Définition de la série de Fourier en cosinus

Aussi, il est facile de démontrer que si le signal périodique est réel alors ¢} et c_j sont

complexes conjugués ainsi

Si ¢, = |cy |e/%*

représenté par :

alors c_, = |ci |

e—j@k

en conséquence la série de Fourier peut aussi étre

X(t) =co +2%5%|ck |cos (2mkFt + 6;)

2.7)

Ou ¢, estréel si X(t)est réel.
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On peut avoir aussi aune autre forme de la série de Fourier en développement en représentation

sinusoidal avec :

cos(2mkFyt + 6;) = cos(2mkF,t) cos 6;, — sin(2mkFyt) sin 6,

Ainsi on peut écrire la série de Fourier sous la forme sinusoidal par :

(2.8)

X(t) = ayg + X3 ay cos (2mkFyt) + by sin (2mkFt)

(2.9)

Avec :

ag = Cy
a; = 2|ci | cos @y

bk = 2|Ck | sin Ok

La représentation en fonction de w :

Avec w =ZT”= 2nF

([ ao= ; [T x()dt
a, = ;f:”x(t)cos (kwt)dt

b == [ x(t)sin (kwt)dt

Le développement en série de Fourier de x(t) est donné par :

X(t) = ay + X3, ay cos (kwt) + by sin (kwt)

a, : valeur moyenne

ay cos (kwt) + bysin (kwt) : Harmonique de rang n.

(2.10)

@2.11)
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2.3.3. Densitéspectrale de puissance

Un signal périodique possede une énergie infinie et une puissance moyenne finie. Sa puissance

moyenne sur une période est définie par

1
P, = T pr|x(t)|Z dt (2.12)

Si on développe cette équation, nous avons

Si on prend le complexe conjugué x*(t) de la série de Fourier de X(t) = Y1 ., ¢, e/2™kFot

P = % [ x(t)x' ()t = ]?J'J xm[ Z C, e }fr

K=o

P = Z C,' [ x(te "™ dt = ickvck = i\ﬂ\:

k=—ca k=

1 [ee]
P, = — [ |x(®)|? dt=31Z|C,|? (2.13)
T, Tp

Cela signifie que la puissance d’un signal a temps continu périodique est égale a la somme des

coefficients de Fourier aux carrés. C’est ce que 1’on nomme le théoréeme de Parseval.

Cela signifie que si nous avons un signal quelconque que nous pouvons décomposer en série
de Fourier, nous pouvons connaitre la puissance de ce signal uniquement a 1’aide des

coefficients spectraux.

Pour illustrer le sens physique de la relation de Parceval, supposé que X (t) consiste en une

exponentiel complexe X (t) = Y12, ¢, e/?™kFot,

Dans ce cas tous les coefficientsde la série de Fourier a 1’exception de c¢; sont nuls. Par

conséquent la puissance moyenne dans le signal est donnée par :

Py = |ci |? (2.14)

COURS THEORIE DU SIGNAL (2022\2023)LICENCE 2: ELECTRONIQUE/TELECOMMUNICATION Dr S. TAHRAOUI

52




Université HassibaBenbouali de Chlef
Faculté de Technologie
Département d’Electronique

Remarque

C’est évident que |cy |? représente la puissance dans le ki*™ composant harmonique du

signal.

Ainsi la puissance moyenne totale dans le signal périodique est simplement la somme

des puissances moyenne dans toutes les harmoniques.
Si on trace lePy = |ci |%en fonction des fréquences kFy; k = 0;4+/—1;+/—=2; e vev v ..

Le tracé qu’on obtient montre comment la puissance d’un signal périodique est distribuée a

travers les différentes composantes fréquentielles.

Ce diagramme illustré ci-dessous est appelé¢ densité spectrale de puissance du signal

périodique X (t).
Densité spectrale de puissance 1Cx 2
I I
—4Fy —3F, —2Fy —Fy 0 Fy 2F, 3F, 4F,

Fréquence F

Figure 2.6. : Densité spectrale de puissance

Le spectre est discontinu compte tenu que la puissance existe seulement a des valeurs

discrétes de la fréquence (kFy; k = 0;+/—1;4+/—2; e cee eno02).
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L’espacement en deux lignes spectrales consécutives est [1 /T ] et la morphologie du spectre
P

dépend des caractéristiques temporelles du signal.

Comme cela était déja expliqué les coefficients [cy] de la série de Fourier sont complexes ;
ils peuvent étre représentes parCy=|Cy|e/%¥ ainsi au lieu de tracer la densité spectrale de puissance
on peut tracer le spectre d’amplitude [|ci|] et le spectre de la phase [8;] en fonction de la

fréquence.

Il est clair que la densité spectrale de puissance du signal périodique est simplement le carré
du spectre d’amplitude. L’ information portée par la phase est complétement détruite (n’apparait

pas) dans la densité spectrale de puissance.

Si le signal périodique est réel les coefficients [|ci|] de la série de Fourier vérifient la

condition :

C_g = c*painsi|c,|? = |c*,|? donc le spectre de puissance est une fonction symétrique de la

fréquence.

Cette condition veut dire aussi que le spectre d’amplitude est symétrique (fonction paire) par

rapport a 1’origine et le spectre de la phase est une fonction impaire.

En conséquence, il est suffisant de spécifier le spectre d’un signal réel périodique seulement

pour les fréquences positives aussi la puissance moyenne totale peut étre exprimée par :

P, = co® + 2715 le? = ag? + [1/2] 55 (a? + b ) 2.15)
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original

module

TF inverse du module TF inverse de la phase

Figure2.7. :série de Fourier importance de la phase

2.3.4. Propriété de série de Fourier

1. SiX(t)est paire (X(t) = X(—t)) - b, =0 Vt

2. SiX(t)estimpaire (X(t) = —X(-t)) > a, =0 Vvt

3. Sion ajoute une constante a X(t) , ¢’est la valeur moyenne qui change et non pas

aket bk'
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4. Sion change I’origine des temps de X (t), le spectre de phase est modifié et non le

spectre d’amplitude.

Exemple

4 Td)

Figure 2.8 : fonction périodique triangulaire

Calculer ay, a,,, b,

La période est : T =25 ; la pulsation est 1w =

La valeur moyenne est :

[1]

[ f(2)dt +—i j' £ 1)dt

1 1 1
a, =?_{I _j"-[f]ff.l‘=5

vt e[-1,0]
F(t)=at+b=f(t)=2+3
D’ou :

3

:_il]['“ +3 )t =%{'—r’ + 31] =

2

3 ] 1
—=—f"+3t | =
2

b | =

j’{—jH 3)dt =

b | -
b | =

2T

=m : f(t)est une fonction paire :5 =0.

"\-.| 4

et Vite [E}.I]

Flt)=ct+d= f(t)=—2+3

a=¥+¥=,
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[E*]

7 To
a,=— [ f(t).cos(nnff Jdt = a,=

J:f { Jcos nmt Y

h-]

a, = [ (3t +3).cos( mr t) dt + [( -3t +3).cos( nr 1) dt

¥
En intégrant par partie, on trouve

o 8 [1—{—”"}- 3:[1—{—|]"] —>

(mr ) ()

2.4. Les transformées de Fourier (Théorie et applications)

Pourquoi la transformée de Fourier

La transformée de Fourier est une généralisation des séries de Fourier pour tous types de
signaux. Pour développer la transformée de Fourier, nous savons que 1’idée principale est de
tendre la période T d’un signal périodique vers 1’infini. En insérant cette condition dans la série
de Fourier, on obtient la relation suivante concernant la transformée de Fourier d’un signal
apériodique ; quand 7 tend vers I’infini, la définition de la série de Fourier tend vers la

transformée de Fourier ci-dessous (i°= - 1) :

X(O)—"X(f)= [ Xit)e ™ dt (2.16)

X (f)est une fonction de la variable continue. elle ne dépend pas de Fy ou de T,.

X(—T—X(t)= [ X(f)e"™ df 2.17)
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Finalement la transformée de Fourier peut étre aussi exprimée par la pulsation (w)

Avec la pulsation : X(f) = X (@)

X(t)—">X(e) = [ X(t)e™dt (2.18)
TFt 1 ' iat
X(o)———X(t) :Z;[X (w)e™ dew (2.19)

Remarque

Il apparait que la différence essentielle entre la série de Fourier et la transformée de Fourier

c’est que le spectre du cas de transformée de Fourier est continu.

2.4.1. Les conditions de Dirichlet de la transformé de Fourier

L’ensemble des conditions (elles sont suffisantes mais non nécessaires) qui garantissent

I’existence de la transformé de Fourier sont les conditions de Dirichlet qui sont exprimées par :

1- X (t)a un nombre fini de discontinuités finies
2- X (t) a un nombre fini de maxima et de minima

3-  X(t) est absolument intégrable c¢’est-a-dire

[F2X(@) dt <o (2.20)

2.4.2. Densité spectrale d’énergie des signaux apériodiques

Soit X(t) un signal a énergie finie avec X (f) sa transformée de fourier. Son energie est

exprimé par :
E. = [T71X(®))? dt (2.21)

Elle peut étre exprimée en fonction de X (f) comme suit :
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E, = f +OOX(t) X(t)dt = f X()dt[ f X(f) e~i2mFtd ]

= [ x¢prast [ x@emran

E. = ["7IX(P)I? df 2.22)

Cette égalité entre I’énergie exprimée dans le domaine temporel et I’énergie exprimée

dans le domaine fréquentiel (conservation d’énergie) exprime la relation de Perceval pour

les signaux apériodiques d’énergie finie.

Le spectre X(f) d’un signal est en général complexe. En conséquence, il est souvent exprimé

en forme polaire

X(f) = 1X(f)le®” (2.23)

Ou:

| X(f)|représente le spectre d’amplitude et 8(f) représente le spectre de la phase.

D’un autre coté la quantité |X(f)|? = S, (f)représente la distribution de 1’énergie dans le

signal en fonction de la fréquence.
Ainsi S, (f) est appelée la densité spectrale d’énergie du signal X (t).
L’intégrale de S, (f) sur toutes les fréquences produit I’énergie totale du signal.

On remarque aussi que S, (f) ne contient aucune information de phase (S, (f)est entiérement

réelle et non négative). Ainsi puisque le spectre de phase de X (t)n’est pas contenu dans S, (f)
alors il est impossible de reconstruire le signal sachant S, (f).

On peut facilement démontrer comme pour le cas des séries de Fourier que si le signal X (t)est

réel alors :

1X(=H))I = |X(Hl etarg X(~f) = —argX(f) (2.24)
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En combinant ces deux équations on obtient

Sex(—f) = S, (f)c’est-a-direla densité spectrale d’énergie d’un signal réel a une symétrie

paire.

2.4.3. Quelquespropriétés de TF

1. TF est linéaire :
TFlas(t)+ bf (t)]=aTF[s(t)]+ bTF[f(t)]
2. TF [produit de convolution] = produit :
s(t)=(h*e)(t)——S(f)=Hf) xE(f)

st)=(h*el(t)=[ " ht—le(eldr = hizlelt ~7lar
3. Dualité de TF et TF! (on permute ¢ et f, et on fait apparaitre —f)

x(t) = j:’ X(f)e*™ df = x(f) = j:: X(t)e*™ dt

x(—f)=| X(tle ™™ dt =TFIX(t)]

La symétrie des transformations directe et inverse montre 1’existence d’une dualité entre

I’espace-temps et I’espace fréquence. Cette dualité joue un role fondamental dans la plupart des

méthodes de traitement du signal.

TF
x(t)  NX(D
Espacck*-—___—-’/ Espace

temps TF™ frequence

2.4.4. Quelquestransformées de Fourier

e La transformée de I’impulsion de Dirac est la fonction unité.

j " S(t)e i dt = e° j T S(t)dt =1

e La transformée d’un peigne de Dirac est un peigne de Dirac
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Peigne. (t) = ié‘(t -nT)——— %Peignel (f) =%i5(f—$)

T

[Towar =1 5(0)
o(t#0)=0
lim t>0 — o0 0 t

Figure 2.7 :Impulsion de Dirac

Peigne, (1)

-T0 72137 1
Figure 2.8 : Peigne de Dirac

Transformée du cosinus est constituée de deux raies

2irrfyt —2ir fot _
s(t)=cos(27rfot)=e -;e > S(f) = ot fo)J2r5(f+fo))

T I

Figure 2.9 : Transformée du cosinus

* La transformée d’un rectangle est un sinus cardinal

A X1

T
2

I‘,.Jl"-]

Figure 2.10 : Fonction rectangle
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1. calculer la transformée de Fourier de x(t) = recty(t)

2. Représenter le spectre de x(t).

X [.f].l = TF{T{ I };- = J r‘_:‘_-r.r [r}_e 2w r.'-dr

Le ¥ dt = —

[
ot

Or:

sin | mo
sin : {I{ )

I . . :
I:c - ] et sinca =
2] o

D’ou:

X [_fllj:}.ﬁill{T_IT} =T.

T T f

sin(m fT) = Tsinc( fT)

D’ou X(f) = Tsinc(fT)

LX)

N\ A .
VA VIR VAV

Figure 2.11 : Fonction Sinus cardinal : Spectre d’amplitude d’une impulsion

rectangulaire

Pratiquement tous les signaux physiquement réalisables, ont une TF. Pour les signaux qui ne

possédent pas la TF, une transformation de méme type a été développée c’est la transformée de
Laplace.
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CHAPITRE3

TRANSFORMEE DE LAPLACE

3.1. INTRODUTION

Ce chapitre a pour but d’introduire les notions de base sur la

transformée de Laplace en introduisant aussi des notions
(définitions et caractérisations) sur les systémes linéaires
continus en domaine temporelles et fréquentielles, et en

particulier les Systemes Asservis

La transformation de Laplace fournit un outil puissant pour la

Pierre Simon de Laplace

résolution des équations différentielles linéaires vérifiant des . .
Pierre Simon de
conditions initiales données. De méme, la fonction de transfert  Laplace (1749 — 1827).
d’un systéme « entrée — sortie » est définie comme le rapport des

transformées de Laplace des signaux d’entrée et de sortie.

3.2. Systéemes Linéaires Continus

3.2.1. Notion de systéme

Un systétme est vu comme étant une boite noire regroupant plusieurs éléments qui
interagissent entre eux pour réaliser une ou plusieurs taches sans intervention humaine malgré

les changements dans I’environnement externe. Un systéme est caractérisé par des entrées sur
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lesquelles on peut agir (elles sont dites des consignes) et des sorties permettant d’observer les
réactions induites (dites aussi réponses) et soumis aux lois de la physique.

En plus des consignes, un systéme peut subir des entrées non désirées qui influent sur son
comportement dites perturbations.

Un systeme peut étre schématisé par la figure 3.1.

p( t)l

t
e(t)_> Systeme —SQ

Figure 3.1 : représentation générale d’un systéme

Un systeéme peut avoir plusieurs entrées et/ou plusieurs sorties, et dans ce cas on parle d’un
systeme multi-variables, comme il ne peut avoir qu’une seule entrée et une seule sortie, et dans

ce cas le systeme est dit mono-variable.
3.2.2. Principe de causalité

Les signaux temporels possédent une propriété essentielle sur laquelle nous aurons
I’occasion de revenir a maintes reprises :en effet ne pouvant survenir qu’apres la cause qui lui
a donné naissance, la réponse temporelle d’un systéme ne peut en aucun cas précéder la
sollicitation qui en est la cause. Il s’agit du principe de causalité qui n’est pas qu’une vérité de

Lapalisse comme nous aurons 1’occasion de nous en rendre compte.

La réponse du systétme ne peut pas se produire avant l'excitation qui l'engendre

Conséquence :
six(t) = 0pourt <0 alors y(t) =s[x(t)] =0pourt <0 (3.1)

Nous nous intéresserons, dans le cadre du programme, aux systémes linéaires, continus

Invariants.
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3.2.3. Systéme continu

Un systéme est continu si les fonctions d’entrée et de sortie sont définies pour tout instant
t. Les signaux sont dits analogiques

3.2.4. Systémes linéaires

Un mode¢le est dit linéaire s’il satisfait au théoréme de superposition, ¢’est-a-dire si I’effet
de la somme e des grandeurs d’entrées ei est égale a la somme y de leurs effets yi.

Si yi est la réponse a ’entrée ei et y la réponse a 1’entrée e telle que :

e =Yi-,ae (3.2)
Le principe de superposition est vérifié ssi :
y = iz AiYi (3.3)

La relation de comportement d’un systéme linéaire peut se mettre sous la forme d’une

¢quation différentielle linéaire a ccefficients constants.
Six(t) = a;x1(t) + azx,(t) alors y(t) = a;S[x;(t)] + a,S[x,(t)] (3.4)
3.2.5. Systéme invariant
Les caractéristiques de comportement d’un systéme invariant sont indépendantes du temps.
Si une méme entrée se produit a deux instants distincts (z1 et #2), alors les deux sorties
temporelles (s1(¢) et s2(¢)) seront identiques.

Un décalage temporel en entrée induit le méme décalage en sortie. La réponse du systéme

est invariante par translation dans le temps. Le systéme est dit alors invariant.

Si y(t) = S[x(t)] alorsy(t—ty) = S[x(t —ty)] (3.5)

3.2.6. La stabilité

Un systeme est dit stable si en réponse a une entrée bornée, sa sortie est bornée

3 My/|x(0)| < Mx -3 M,/|yt) = S[x(D]| < M, (3.6

Systeme qui, perturbé, revient a son état initial aprés disparition de la perturbation
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Instable Stable

Figure 3-2 la stabilité

3.3. RELATION ENTREE/SORTIE

La plus courante : équation différentielle linéaire a coefficients constants

U”}"”]([)* et alym(r)+ “Uy(f): bmx(m)(r“ T bl.\'(”([)* /]()X(f)

(3.7)
Avec y® = % (dérivée d’ordre 1)
-Caractérisation compléte du systéme par la connaissance des coefficients
-Sortie y(¢) calculable par la connaissance de x(¢)
Exemple
® Lois de I'électricité
. L .
i R mJ_ Ri(t) + L%+ V.(£)= u(t)
u(t)T C TV (1) .
T ot i(t)= CV, (1)
Entrée du systéme : x(7) = u(t) On en déduit :
Sortie du systeme : y(¢) = V.(¢) LCV.()+ RCV,(6)+ V() = u(t)

3.4. PRODUIT DE CONVOLUTION

Le produit de convolution d’un signal s(t) par un autre h(t) est donné par :

(f+g)® = [ ft —Dg)de (3.8)

Nous reconnaissons les deux transformés de Laplace :
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Lf(t) = 2(t)] = F(p) G(p) = L[r(t)] Lfa(v)]
(3.9)
La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions causales est ¢gal au

produit des transformées de Laplace des deux fonctions.

3.5. REPONSES TEMPORELLES

On appelle réponse temporelle d’un systeme 1’évolution de sa sortie s(t) en fonction du

temps, suite a I’application d’une entrée en partant de 1’état de repos.
La réponse de chaque systéme se compose de deux parties :

e Une phase transitoire (dite aussi réponse transitoire ou régime transitoire) : elle
représente la réaction du systéme lorsqu’on lui applique un signal d’entrée alors qu’il
¢tait au repos (ou lorsqu’on modifie le signal d’entrée). Cette réponse décroit au cours
au fur et a mesure.

e Une phase permanente (dite aussi réponse permanente, régime permanent ou encore
régime €tabli) : c’est la phase qui vient directement apres la phase transitoire, et demeure

jusqu’au arrét du systéme.

3.6. SYSTEMES LINEAIRES CONTINUES, DEFINITIONS ET
CARACTERISATIONS Fréquentielles

3.6.1. Transformée de Laplace :

L’automatique repose en grande partie sur 1’utilisation des mathématiques et fait appel a de

nombreux outils mathématiques.------ >la Transformée de Laplace.

La Transformée de Laplace permet la résolution, dans le domaine fréquentiel, d’un probléme
posé¢ dans le domaine temporel. En d’autres termes, il simplifie la résolution d’équations
différentielles lin€aires a coefficients constants facilement (en particulier celles d’ordre €levé)

décrivant le comportement des SCLI et sert pour 1’étude de régime transitoire du systeme.
Avantage :

e [|’étude de régime transitoire du systéme.

COURS THEORIE DU SIGNAL (2022\2023)LICENCE 2: ELECTRONIQUE/TELECOMMUNICATION Dr S. TAHRAOUI

67



Université HassibaBenbouali de Chlef
Faculté de Technologie
Département d’Electronique

e  Résoudre les équations différentielles par TL

e  Déterminer la fonction de transfert du systéme.
Définition
La Transformée de Laplace d’une fonction x(z), (teR) est donnée par :
X(p) = [ x(®).e7Ptdt (3.10)
Ou : p est la variable de Laplace, avec (p = 0 + jw) et on note X(p) = TL{x(t)}
Remarque : on peut trouver d’autres notations.

3.7.PROPRIETES :

Soient x(?) et y(¢z) deux fonctions avec (teR), et soient X(p) et Y(p), respectivement, leurs

transformées de Laplace.

e Linéarité :
TL{ax(t) + By(t)} = aX(p) + BY (p)

e Changement d’échelle temporelle (multiplication de t par un scalaire)

1 p
TL{x(at)} = HX )

e Translation temporelle
Retard TL{x(t — 1)} = X(p)e™™
Avance TL{x(t + 1)} = X(p)e™™

e  Multiplication d’une fonction par une exponentielle
TL{e *x(t)} =X(p + a)

e Dérivation par rapport a t

d
TL{ J;Et)} = pX(p) — x(t = 0)
TL {dt;gt)} = p"X(p) — p™ 'x(0) — p™2 % ————— px(n—z) 0) — x("‘l)(O)
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e Intégration par rapport at
t
X
TL {j x(u)du} = ﬁ
0 p

e Théoréme de la valeur finale

lim x(t) = lin(l) pX(p)
p—)

t—>+o
e Théoréeme de la valeur initiale

ltin(} x(t) = lir;n pX(p)si la limite en t=0 de x(t) existe
- p—+oo

3.8. LA TRANSFORMEE DE LAPLACE INVERSE

La Transformée de Laplace Inverse consiste a retrouver le signal original temporel de x(t) a

partir de sa Transformée de Laplace X(p).

Mathématiquement, elle est donnée par :

o+

x(t) = == lim [7"" X (p)e?tdp (3.11)

21j r—>+00 "0~

Mais, pratiquement, on préfére retrouver x(t) soit par décomposition en ¢léments simples ou
par la méthode des résidus. Pour mieux comprendre, prenons un exemple auquel nous

appliquons les deux méthodes pour retrouver la fonction x(t) a partir de X(p).

Remarque : Les cas ou il faudra effectivement calculer une transformée de Laplace inverse a
I’aide de cette expression sont extrémement rares : nous verrons plus loin, qu’en général, il
suffit de connaitre une dizaine de transformées de Laplace usuelles et quelques propriétés

fondamentales pour retrouver 1’original d’une fonction F( p).

Transformée inverse

La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection inverse existe. Elle est unique
et on I’appelle original de F ; on a alors L™1(F(p)) = f(t). La définition mathématique de la
transformée de Laplace inverse se base sur une intégrale de contour dans le plan complexe,

I’utilisation de cette définition exige une connaissance de I’ Analyse complexe.
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En pratique :

» On détermine la transformée inverse de F(p) directement de la table.

» 1l faut d’abord exprimer ou décomposer F(p) en une somme de termes dont les
transformées inverses sont dans la table.

» Utiliser la table conjointement avec une ou plusieurs propriétés.

» S’il y a des retards, les traiter en premier, séparément.

» Pour des fractions rationnelles, on décompose dans I’ensemble des réels en éléments
simples.

» Pour les éléments simples de premicre espéce se traitent facilement. Pour ceux de
seconde espece, on doit mettre leur dénominateur sous forme canonique, pour retrouver

des originaux en sinus ou en cosinus.

3.9. Représentation par Fonction de transfert :

3.9.1. Définition d’un systéme linéaire :
Soit un systeme linéaire mono variable quelconque ayant une entrée e(t) et une sortie s(t).

L’équation différentielle qui régit un tel systéme est donnée dans le cas général par :

dms(t)
nogen

ds(t)
dt

d™e(t)
m.gegm

de(t)
dt

+otay

+ags(t) =b

+ o+ by

+ bye(t) (3.12)
Etant donné que les conditions initiales sont nulles. Appliquons la transformée de Laplace
aux deux membres de cette €équation, on obtient I’expression finale donnée par :

bmp™++bi1p+by _ S(p)
anp™+-+aiptag  E(p)

(3.13)

Cette fraction rationnelle de deux polynomes de la variable complexe p est appelée fonction

de transfert.

Remarquons que n < d, condition nécessaire pour le bon respect du principe de causalité.
Les transformations de Laplace permettent de travailler aisément avec ce type d’équation.
Aprés transformation de Laplace, 1’équation devient (sous réserve de conditions initiales

nulles) :
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3.9.2. Fonction De Transfert
du systéme et elle est souvent notée T(p) ou G(p).

La fonction de transfert d’un systéme monovariable, continu et lin€aire est le rapport de la
transformée de Laplace de la sortie du systéme sur La transformée de Laplace de son
entrée pour des conditions initiales nulles.

bn(P—zm)®-2zm-1)...(P—21)
G = 3.14
() an(@-vn)@—Pn-1)--(0—P1) ( )

- Lesracines z; qui annulent le numérateur sont dits les zéros de la fonction de transfert.

- Les racines qui annulent le dénumérateur sont dits les poles de la fonction de transfert.
Exemple :

La fonction de transfert du systéme masse ressort donné précédemment est donnée par :

X _ 1
F(p) k+fp+ Mp?

G(p) =

3.9.3. Qu’est-Ce Qu’une RéponseFréquentielle ?

La réponse fréquentielle d’un systéme (dite aussi réponse harmonique) est la réponse de
celui-ci a une entrée sinusoidale.

Prenons dans le cas général, le signal sinusoidal e(t) = Ae/®t d’amplitude A4 et de pulsation
o.

On injecte ce signal a I’entrée d’un systéme Linéaire Continu Invariant. On aura donc pour

la sortie :
t

s(t) = h(t) xe(t) = f h(t)e(t — t)dt « produit de convolution
0
t .
= s(t) =f h(t)Ae/*tDdr
0

Ou : h(t) est la réponse impulsionnelle du systéeme.

Donc :
t

s(t) = Aej“’tf h(r)e /¥%dr = Ae/*'H(jw)
0
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Avec :
H(jw) = TL(h(t)) en remplagant p par jw.
3.10. UTILISATION DE TL POUR UNE RESOLUTION D’UNE
EQUATION(ifférentielle :

La transformée de Laplace permet de convertir une équation différentielle en une équation
Algébrique, dont la solution est la transformée de la solution  de notre équation

différentielle.Pour finir, on utilise la transformée de Laplace inverse pour déterminer la

Equations différentielles
nverse de la

Transformation

Equations algébriques

Application de la

solution.

Transformation
de Laplace

transformée de Laplace
et Equation avec du Y
différentielle en y(t) » 4 (p)
Etape 1

Etape 2 Techniques

algébriques

\J Etape 3 v _
Solution : Y(p) =

y () =2 (Y(p) <

Transformée de Laplace
dans le sens inverse

I l

Figure 3.3 :résolution d’une équation différentielle par TL
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La recherche de la solution de 1’équation différentielle selimite alors, a partir du polynome, a la

recherche dans une table de la forme type de la solution.

3.10.1. Equationsdifférentielles

La résolution d’équations différentielles en utilisant la transformée de Laplace consiste en la
réalisation des étapes suivante :
1. Transformer 1I’équation différentielle en équation algébrique par
I’applicationde la transformée de Laplace.
2. Résoudre I’¢équation pour la variable dépendante dans le domaine deLaplace.

3. Réaliser la transformée inverse.

3.10.2. Exemple Méthode De Résolution

Equation différentielle

avec second membre

Transformée  de '

Laplace

Equation algébrique
Theéoreme de '
Bezout

Décompoaosition en
éléments simples

Transformee inverse
de Laplace

~_Lsnene s
y(t)= 85|n(31‘)+ 8sm(i.‘)

Solution finale
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CHAPITREA4

PRODUIT DE CONVOLUTION

4.1. INTRODUCTION

Le produit de convolution est un outil d’une grande importance en physique. On le rencontre,

par exemple, a chaque fois que ’on étudie :
_ La transmission d’un signal par un appareil,
_ Une impulsion électrique fonction du temps,
_ Une image représentée par une fonction d’une ou deux variables,
_ En diffraction.

Avec la transformée de Fourier et en liaison avec elle, le produit de convolution est un outil
essentiel pour 1’é¢tude des phénomeénes physiques. En effet de trés nombreux systémesopérent
comme des filtres, au sens ou un signal d’entrée est modifi¢ apres passage dans le systéme. Sous
des hypotheses trés générales de linéarité et d’invariance dans le temps, le signal de sortie
s’exprime sous forme d’un produit de convolution entre le signal d’entrée et une fonction qui

dépend du systeme étudié.
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4.2. CONVOLUTION DE DEUX FONCTIONS

Définition
Soit f et g deux fonctions intégrables surR. On appelle produit de convolution de f par g la

fonctionnotée(f *g) , définie par I’intégrale supposée convergente.

(f+9)= [0 f(Dg(t —1)dr 4.1)

Dans le cas particulier ou les fonctions f'et g sont nulles sur!f ~on obtient :

(f *9)(®) = [, f(@)g(t — D)dr (4.2)
En effet
0 00
(Fr® =", f@glt—Ddr+ [[f@gt —Ddr+ [[7 f(D)g(t —dr  (4.3)
La premiére intégrale est nulle car (f(t) = 0) pour T < 0, la troisiéme intégrale est également

nulle car g (t-1)=0 pourt > 0.

Remarque : Ce produit de convolution n’existe pas toujours. Ce produit est commutatif des

lors qu’il est défini.

Théoréme. Le produit de convolution de deux fonctions localement sommables f et g existe

des lors que 1’'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. Les fonctions f et g sont toutes les deux a support borné,
2. Les fonctions f et g sont toutes les deux a support borné a gauche,

3. Les fonctions f et g sont toutes les deux a support borné a droite.

4.3. . Interprétation graphique de la convolution

Le calcul de la convolution consiste donc a calculer la surface du produitf () g(t — 7).
Le signal g(t — 7)est simplement le signal initialg (1),

Retourné dans le temps pour donnerg (), puis translaté de t.

En calculant alors I’ensemble des surfaces obtenues en faisant « glisser » g, ¢’est-a-dire pour

tous les décalages de t, on obtient le produit de convolution pour tout t.
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Remarque : pour calculer un produit de convolution(f * g)(t),
1. La variable t est remplacé part.
il faut conserver le premier signal.

2
3. trouver le symétrique du second par rapport a I’axe des ordonnéesg(t) — g(—1).
4. décaler ce signal du temps t ,g(—1) = g(t — 7).

5

. multiplier les deux signaux obtenusf (7)g(t — ). et finalement intégrer le résultat.

4.4. PROPRIETES DU PRODUIT DE CONVOLUTION
Le produit de convolution est un produit bilinéaire et commutatif, généralement noté « * »,
c’est un opérateur qui fait correspondre aux deux fonctions /et g une autre fonction f*g sur
le méme domaine de définition que fet g.
1. commutativité

le produit de convolution est commutatif

f@®)xg(t) =g(®) * f(£) (4.5)

(f +9) = f F@g(t - D

2. associativité
y(@®) =f@) g
=g@®*f(®)
f@) xg@) = f(@) *[g1(2) * g2(D)]
f@®)xg@) = [f @) * g1(O] * g2(O) (4.0)

F® ﬁ g91(®) ﬁ g2(t) y®

f(t) — IO — )

Figure 4.1 : associativité
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3. Linéarité et distributivité
Cettepropriété est la conséquence de la linéarité des intégrales.
y(®) = f() * g1 (t) + f() * g2(O) (4.7)
= f(£) * [9:1(O) + g2(D)]
avec g,(t) = ag(t) et g,(t) = bg(t)
Grace a cette propriété, on peut dire que la mise en paralléle de deux systemes de
réponse impulsionnelle g, (t) et g, (t)est équivalente a un systéme dont la réponse

impulsionnelle g(t) est la somme de deux réponses g, (t)et g, (t).

f@® I
ﬁ + ﬁ (@) * g1(O)+f(t) * g2 (¢)

e g2(t) —I

f(® y(t)
ﬁ g(t) =gl(t)+92(t) ﬁ

Figure 4.2 : distributivité

4. Elément neutre de la convolution

L’¢élément neutre du produit de convolution est la distribution de Dirac.

f© =6 = [2 f@8(t —Ddr = h(¢) (4.8)
La convolution par un pic de Dirac renvoie donc le signal dans son entier. Il en résulte que
convoluer un signal par une distribution de Dirac décalée permet de translater le signal.
En effet :
f@®)*6(t—a)=h(t—a) (4.9)
Qui est une fonction de t .
On peut ainsi noter la différence entre la convolution d’un signal par une distribution de Dirac

qui conduit a un signal et ’application de la distribution qui conduit & un nombre.
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4.5. EXPLICATION GRAPHIQUE DU PRODUIT DE
CONVOLUTION

On peut expliquer le produit de convolution par deux simple exemples :

» Le premier exemple :

w2y
,r’_“\,_‘_/"_ﬁ-\\-____—:_r/_\
x(7) !
® z
42
y(7) /
&
p 4i-2)
Yr) — y(=7) I _2
3362
y(-1) — y(t—7) /\
; e
u(z) gite)
: yitle [T wen goe-e) 2z
[ x(r)y (e~ r)dr S
= -

Figure 4.3 :exemple explicatif de convolution

» Deuxiéme exemple :

Soit les deux signaux identiques représentés sur la figure ci-dessous :

fir),gi—1)
F 3

L
-

-1 +1

Figure 4.4. Présentations de deux signaux rectangulaires identiques et inversés dans le
Temps

On fait glisser g (-t)(le signal en rouge) de -« —+o et on effectue I’intégrale donnant leproduit
de convolution.
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Pour =2

{.f'*i_-.']{-’l=-J:_f{r}g{—.'ﬁ—r]a’rﬂ]

i), g(—2—1)

|
]
|
¥
-

-1 +1

Figure 4.5.Deux signaux rectangulaires identiques décalés de (-2) unités de temps

Pour
t=—1.5

=

(r*g)n=[f(r)g(-1.5-7)dr =05

T

s [0gl=15-1)

I--
|
>

-1 0.5 +1

Figure 4.6.Deux signaux rectangulaires identiques décalés de (-1.5) unités de temps
Pour t=—1

fir), g(—=1-1)

w
—

Figure 4.7. Deux signaux rectangulaires identiques décalés de (-1) unités de temps
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o

(r*eg)e)=[ f(r)g(-1-7)dr =1

T

Pour =0

fin),gi-1)

L J
-

-1 +1

Figure 4.8.Deux signaux rectangulaires identiques non décalés

(f*g)in= T_f'{r}g{—r}ffrzz

-

On continue jusqu’a pour ¢=2

o

(f*g))= I_f{r}gl{l—r}dr=ﬂ

T

fin,g(2-1)

L 2
o

-1 +1

Figure 4.9. Deux signaux rectangulaires identiques décalés de (+2) unités de temps

Enfin, on peut donner la fonction « convolution » de ces deux signaux et qui est représentée
par la figure suivante :
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(F*g)(r)

L J
e

]

+2

Figure 4.10. Fonction de convolution des deux signaux rectangulaires identiques

4.6. EXEMPLE DE CALCUL DU PRODUIT DE CONVOLUTION

Si on prend :
1 1
f(©) = =g (t) = o
Alors :
Geop0=] 2 4
* = .
f*9 o t—=T)24+a%? t2+Db 4
Remarque :

Le calcul de cette intégrale est assez compliqué, il est plus facile de passer aux transformées
de Laplace et de Fourier ou le produit de convolution bas¢ sur une intégrale devient un simple

produit arithmétique.
4.7. CONVOLUTION ET TRANSFORMEE DE FOURIER

La transformée de Fourier a la propriété remarquable d’échanger la convolution et la
multiplication au sens ordinaire, des fonctions.

Calculons maintenant la transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions

y(© = £(©)* g(® - TFIF @  g(0] = | [ [ r@o-vdr|eoar
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TFIF(E) * g(D)] = j ] F@g(t - Ddr e~ ot drdt

Nous pouvons intervertir I’ordre des intégrations :

TF[f(t) * g(t)] =f f@ U g(t — e /¥tdt|dt

L’application du résultat précédent sur la translation temporelle nous donne :

TFIF(E) * g(D)] = f F@De 7 G (jw)dr

ou G (jw) représente la transformée de Fourier de g(t). Donc :

TFIF(D) * g(8)] = G(jw) j F@e 7 dr = G(jw)F (o)

Donc la transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions est égale au produit

de deux transformées :

TE[F () *2(0)] = TE[F ()] TF[2(1)] “.10)

Théoréme de Plancherel
La transformée de Fourier du produit de convolution de deux signaux f(t) et g(t)est égale au

produit des transformées de Fourier de ces deux signaux.
TFHTF(fO)TF(g®)] = £(&) * g(®) (4.11)
4.8. CONVOLUTION ET TRANSFORMEE DE LAPLACE

Considérons deux fonctions causales f(t) et g(t), dont nous notons F(p) et G(p) les
transformées de Laplace. Nous nous intéressons au produit de convolution de ces deux

fonctions :

Remarquons tout d’abord que ce produit de convolution est lui-méme une fonction causale.
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La fonction a intégrer est en effet nulle en dehors de I’intervalle 0 < u < t. Nous pouvons

donc écrire :

£(O) * g(8) = j F(g(t - Ddr = j F@g(t - 1dr
0 0

Calculons-la transformée de Laplace de ce produit de convolution :

LIF(E) * g(8)] = f If F(Dg(t — 1) dr|ePtat

Nous pouvons écrire :

+00 +00

LIF(E) * g()] = f f F(D)g(t — DePt dt dr

Nous pouvons inverser 1’ordre d’intégration :

+00 [+00
L@« g@] = [ |[ gt =veder@ar
o o
Effectuons un changement de variable en posant v = t — t:
+0o [ +o0
W@+ g@) = [ | [ g@ere av|r@ de
0o |-

La fonction g étant causale nous avons :

+00 +00 +oo
f g()e PE+) gy = j g(W)e Py = e‘prj gw)e Pvdv
-7 0 0

Ce qui nous donne :

LIF(D) * g(O)] = f f()ePtdr f G()eP dv
0

Nous reconnaissons les deux transformés de Laplace :

L[r()#g)]=Fp) Gp) = L[fv)] Llg(v)]
4.12)
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La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions causales est égal

auproduit des transformées de Laplace des deux fonctions.
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CHAPITRE 5

CORRELATION DES SIGNAUX

5.1. INTRODUCTION

En traitement de signaux, il est souvent nécessaire de comparer deux signaux, cela se fairt de

plusieurs manigres.

La méthode qui la plus utilisée consiste a mesurer leur similitude de forme et de position en
faisant translater I’'un des signaux par rapport a I’autre mathématiquement. Cette opération est

un produit scalaire.

Les fonctions de corrélation (autocorrélation et inter-corrélation) sont utilisées dans I’analyse
spectrale des signaux a énergie finie ou a puissance moyenne finie. Physiquement la fonction
de corrélation est obtenue en décalant I’un des signaux en multipliant le signal décalé par I’autre

signal et puis en intégrant le produit obtenu.

La fonction d’inter-corrélation permet par ailleurs de mesurer le degré de ressemblance de

deux signaux.
Qu’est-ce que la corrélation ?

Comparaison de deux signaux entre eux
Cette fonction agit principalement dans le domaine temporel

On s’intéresse a des signaux d’énergie finie (support temporel fini)

Ou aux signaux a puissance moyenne finie
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5.2. CORRELATION DE SIGNAUX A ENERGIE FINIE

Soient x(t) et y(t) deux signaux d’énergie finie.

» Fonction d’inter-corrélation (produit de corrélation de x par y)
+00 N
Coy(® = [ x(@©y*(t —1)dt (5.1)
» Fonction d’autocorrélation de x(t) :

Cor () = 77 x(0)x"(t — T)dt (5.2)

Relation entre énergie et fonction d’autocorrélation :

+ oo

By = [ 1x@%dt = [77x(@x"(t =0t = Cer(0) (53)
La valeur a I’origine d’une fonction d’autocorrélation représente 1’énergie du signal :

E, = C,,(0) (5.4)

5.3.  CORRELATION DE SIGNAUX A PUISSANCE
MOYENNE FINIE

Ils sont d’énergie infinie et couvrent en particulier les signaux périodiques. Les

définitions précédentes sont modifiées comme suit :

> Fonction d’inter-corrélation (produit de corrélation de x par y)

T
Coy(@) = Jim 2 [ £ x(0)y" (¢~ D)t (53)
2

» Fonction d’autocorrélation de x(t) :

T
Ce() = lim : [Ex*(©) x(t = Ddt (5.6)
2
.1 +§ "
P, = Th_r)rolo;f_Z x*()x (t —7)dt = C,(0) (5.7)
2
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5.4. CORRELATION

5.4.1. Autocorrélation
Pour un signal a énergie finie 1I’autocorrélation est définie par :
Cox(@) = 2 x()x*(t — 1)dt (5.8)

C,»(T)est homogeéne a une énergie.C,, (0)est I’énergie du signal.

Pour un signal a puissance moyenne finie I’autocorrélation, homogene a une puissance,

estdéfinie par :
T

Ce(0) = lim 2 [ Fx(@)x (¢ — Ddt (5.9)
2

Dans ce cas, C,(7) est la puissance moyenne du signal.

5.4.2. L’inégalité de Cauchy-Schwartz permet d’écrire :
1€, (T)] < €, (0) (5.10)

L’autocorrélation est maximale lorsque le retard est nul. L’autocorrélation permet
unecomparaison entre le signal x(t) et sa copie retardée x(t-t). La ressemblance est maximale

en absence de décalage.

D’autre part, nous avons :
C(=) =[x @) x(t +0)dt = [ x*(w - 1)x(w) du = C,(7) (5.11)
Si le signal x(t) est réel, il en est de méme de sa fonction d’autocorrélation, qui est donc paire.

Considérons un signal sinusoidal défini par :
x(t) = Asin(wt) (5.12)

C’est clairement un signal a énergie infinie :

2 +oa
too L, 4 2 ™ 11— cos(2amt) AT sin{ 2ot )
E=j A‘sm‘{mudt=A‘J. dt = [[—
— — 3 Z'U}

2 2

(5.13)

Calculons sa puissance moyenne :
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+T/2
P= lim — AT sin~ (wt) dt
T TJ4d-T/2
I p+T/2 2 p+T/2 - cos(2mt
P{T}:—j Alﬁlnlimt}dt:—j Z—cos(Zmb) 4
T -T2 T -T/2 2
Al ey +T/2 AE . T
sin( 2t sin(
P(T) = . sin ) _ T— sin( )
2T 20 | 1,5 2T ®
Donc :

-

A
P=lim PiT)=—
T—o 2

La puissance moyenne est finie, c’est aussi la puissance moyenne sur une période.

Calculons la fonction d’autocorrélation de ce signal :

Ti2
C,(T)= lim — x(t) x(t—T)dt
T 19 _ 149

Calculons I’intégrale :
f2
[::05{ WT) —cos( 2mt — {m:}] dt

T2 5 _ A- T
[=—j AT s;mmJtJM]l{un—mt}dt:—j
Td 113 2T 4 442

i
sin{2mt —wt) |
20 ~T/2

"

A {
I=—/|cos{(mT)t—
2T

2 . B .
[— AT Jlr:::rs;{l.ut]lT— E;II'I[(.L)([ ‘c}] _ s1n[m{t+r]']}
2T 2m 2m
Donc :
AJ
Cy(m= Ccos(0T)

»

Dr S. TAHRAOUI
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C’est une fonction périodique, de méme période que le signal, maximum (égal a la puissance

moyenne) lorsque signal et signal décalé sont en phase, minimum lorsque signal et signal décalé

sont en opposition de phase.

5.4.3. Signaux périodiques
Le résultat obtenu pour un signal sinusoidal se généralise a tous les signaux périodiques.

Considérons un signal périodique quelconque x(t). Nous savons qu’il peut se décomposer en

une somme de sinusoides, par exemple :

oo +o0
X(t)=cp + ch cos(nWt+@, )= ch cos(n®Wt+¢,) avec @p=0
=1 =0
N N (5.14)

Calculons la fonction d’autocorrélation de ce signal :

| p+T/2
Cy(1)= lim — x(t) x(t—1) dt
' T—eaTd-T/2

Nous avons :

XOx(t—1)= ch Cp COs(n@t+¢, ) ct‘.r:‘.[mmtl —‘l:l+{pm]

n,m

ccr:‘.[l: n+m)wt+@, +¢@, l] +|:m;[{11 —m)wt+ @, +moT—Q,, l]
XOx(t—1T)= ZL‘“ :m .

n.m

Nous devons donc calculer des termes de la forme :

1 ¢+T/2
I = I cos(k ot + @) dt
2

Pour k = 0 nous avons :

| p+T/2
Iy = j cos(() dt = cos(d)
R B

Pourk #0:
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i T N s T \
. +Ti2 &:inlkm—+¢|—5inl—km—+q}|
[ = sinf{k wt + ) B 2 ) 2 )
Tl okeT | L, koT
( T
25'm| km:}um;l[q}}
\ 2)
I, =
: kT
Donc :

k0 lim I =0
T—s+ea
Donc, parmi les termes du type cos [(n + m)wt + @, + ¢,,)] seule la combinaison n = m =
0 contribue. Et parmi les termes du type cos [(n — m)wt + mwt + @, — @,,)]toutes les

combinaisons n = m contribuent donnant des termes en cos (mwt). Nous avons donc :

‘) i ‘) 40 i)
cn” Cp~ cos(n@T) 2 cp”
Cy(T)=—+ E —=cqg + E cos(n @T)
' 2 2 2
n=() n=|

(5.15)
C’est une fonction périodique de méme période que le signal x(t). Pour t = 0, nous retrouvons

la décomposition de la puissance du signal :

o0 7

2 Cp
CKEUFZC{] +Z 5

n=l1

(5.16)
5.5. INTER-CORRELATION
Pour deux signaux a énergie finie on définit I’inter-corrélation par :
Coy (D) = [7x(®)y* (t — v)dt (5.17)
L’inter-corrélation peut permettre de mesurer un décalage en temps. Effet supposons que le
signal y(t) correspond a x(t) décalé de 7, :

yit) = xi(t - Ty)
(5.18)

Calculons I’inter-corrélation entre ces deux signaux. Nous pouvons €crire :
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+ * =+ X} &+
C‘ﬁ{tr=-[ yit) x El—tldt:-l. XMt—1Tp) x (t—1)dt
- — i —
(5.19)
Effectuons un changement de variable en posant u = t-t. Il vient :
Foo .
Ck.,,;[Tl:-[ x(u)x (u+tTp—Tdu=C,(T—13)
: —
(5.20)

L’inter-corr¢lationCy, est maximale pour t = 7y, retard de y par rapport a x.
A titre d’illustration, les figures 5-1 et 5-2 présentent un signal x(t) et un signal y(t) obtenu en
retardant de 5 unités de temps le signal x. Nous avons choisi un signal sinusoidal pondéré par

une exponentielle symétrique de la forme (a un retard temporel pres) :

Py —a|t
X(t)=smit) e
(5.21)

L’autocorrélation C,, (t) est visualisée sur la figure 5-3. Elle est maximale pour T = 0.
L’intercorrelationCy,, (t) est présentée sur la figure 5-4. Son maximum se situe a 7 = 5, ce qui

correspond au retard de y par rapport a X.

(L)

Figure 5.1 : un signal x(t)
On peut démontrer que la fonction d’autocorrélation (fig. 5-3) du signal x(t) peut s’écrire :
[ ®° a” Ri]l{m|t|ch_ 1|

— 9 it |eos(@n ————U
afa” +wm™) wia~+w )|

Fa | —

Cx(m=
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4 ¥(t)

"

Figure 5.2 : un signal y(t) obtenu en retardant le signal de la figure 5.1

10 5 LR 1 A

Figure 5.4 : inter-corrélation des signaux des figures 5.1 et 5.2

Remarquons que I’ordre des indices est important, nous avons en effet :
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+ o + o

EY
X (u—T)y(u)du=C,, (1)

CM.:F:—‘E}:I x:pit]}-'[[-l-‘l:ldtz-l.

— o —oa

(5.22)
Si les signaux x(t) et y(t) sont réels il en est de méme pour les fonctions d’inter-corrélation et :
Cyy (1) =Cyy (—T)
' ) (5.23)
5.6. RELATIONS DE WIENER-KHINTCHINE

Densités spectrales d’énergie ou de puissance sont reliées aux fonctions de corrélation.
Reprenons, par exemple, la définition de I’inter-corrélation de deux signaux :
+00 .
C_‘}.t'l:]:J. x(t) y (t—1)dt
- (5.24)
L’identité de Perceval nous permet de remplacer 1’intégration dans le domaine temporel par

une intégration du produit des transformées de Fourier dans le domaine fréquentiel :

tom & 1 + o - +o *
I fit) g mdr:—j F(jw) G {jm}dmzj. F(v)G (v)dv
2X J —= —0

—aa
Notons X(v) et Y(v) les transformées de Fourier des signaux x(t) et y(t). Nous avons :
Y.V =THy(t-]=Yv) e 7™ e Y. w)=Y (v)el?™

Nous pouvons donc écrire :

+ o
Cyy (T :J.

X(v) Y (v)yel?™ dv

— o

C’est-a-dire que I’inter-corrélation est la transformée inverse de la densité spectrale d’énergie

d’interaction :

C, (T)= TF [Sm.{v}]
(5.25)
Donc inversement, la densité spectrale d’interaction est la transformée de 1’inter-corrélation :

S 4y (V) = TF|C (D))
(5.26)

Nous avons une relation équivalente entre la densité spectrale d’énergie d’un signal et son
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Auto-corrélation :

S, (v) = TF[C, (1)]

C, () =TF '[s, (v)]
(5.27)
5.7. PROPRIETE DE CORRELATION

5.7.1. Propriété de corrélation (signaux d’énergie finie)

° Relation entre corrélation et convolution
Cay (1) = x(T) * y*(—7) (5.28)

La différence entre d’inter-correlation ¢y, (1) et la convolution des deux fonctions se trouve
au niveau de la fonction qui est inversé par rapport au temps. Dans le cas des fonctions réelles
et paires alors :
Cxy(T) = x(7) * y(7) (5.29)

. Symétrie

Dans le cas ou les signaux sont complexes :

Cxy(=T) = 32" ()
cx(—7) = ¢, "(7) (5.30)
Dans le cas ou les signaux sont réels :
Cxy (1) = €y (=7)
Remarque : pour une fonction d’autocorrélation, on peut dire que pour un signal réel.
x (1) = cx(—7)
Cela veut dire que la fonction d’autocorrélation c, (7)est une fonction réelle paire.
Si x est réel :

energie dusignal: E, = ¢, (0) = f_Jr;OIx(t)I2 dt (5.31)

lex (D] < ¢x(0)
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5.7.2. Propriété de corrélation (signaux a puissance moyenne finie)
. Symétrie :
Cxy (=T) = ¢yx " (1)
cx(=7) = ¢"(7)
Si x est réel :

Cx(_T) = Cx(T)
T
puissance moyenne du signal: P, = ¢, (0) = Tlim %f?lx(t)lz dt (5.32)
i

lex (D] < ¢x(0)
o La périodicité
Si un signal x(t) est périodique d’une période Tc, (T) est aussi périodique de la méme période.
x(t) = x(t + kT) = ¢, (t) = ¢, (t + KT) (5.33)
. Additivité
z(6) = x() + y() = c,(7)
cz(1) = ¢ (1) + ¢ (T) + Ciy (T) + €y (7) (5.34)
o Cas particulier

Si x(t) et y(t)sont indépendants (il n’y a aucune ressemblance entre les deux).

Cry(T) =y (r) =0 (5.35)

(1) = ¢ (1) + ¢, (7) (5.36)
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Annexe

Formulaire Propriétés De Fourier

Transformées Usuelles Et Des Transformées De Laplace
Définitions et notations
Décomposition en série de Fourier (x(t) périodique):

() = Z ay €327k ot

k=—nc

A O N
iy = — w(t)e kot g
I” Jr

Transformée de Fourier :

_\i-illlll:l = / -J'[If]l .I:'_-'T_I"I'”rf

.r'[H — f _\L'[_I.!':“ _J!.‘HrH.

6. Variable w = 2nf :

5. Variable f:

Nlw) = / x(t)e M dt
1 o0

o(t) = — X (w)e™ dw
2m J_

Transformée de Laplace bilatérale

X(s) = / x(t)e *dt

Avec: s = o + jw € (.
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ot) = 5= [ X(o)eas
= s

ouA est une droite parallele a s = jw et située dans la région de convergencede X(s).

Série de Fourier : propriétés

Signal périodique Coefficients de la série
r(t) (période Tj) g

y(t) (période Ty) by,

Ar(t) + By(t) Aa, + Bby

(t — ty) ape TE(T Mo
t.J.\Ic;’—;]frm -

x*(t) a'y

x(—t) a_k

x{at), a >0 (période 1) i,

'T].. J[T.. z(T)y(t — 7)dT agby,

x(t)y(f) b br iy |
d—f;-,'—’ jkrax

j'il x(7)dT (avec ag = 0) (*'I"l%_r.]) ag

x(t) réel ap = a*,

z(t) réel et pair a, réel et a, =
Relation de Parseval : T—l e P =
(signaux périodigques)

E.F._':—':-L |ﬂ|l;-'|ir

COURS THEORIE DU SIGNAL (2022\2023)LICENCE 2: ELECTRONIQUE/TELECOMMUNICATION

Dr S. TAHRAOUI

97



Université HassibaBenbouali

Faculté de Technologie
Département d’Electronique

de Chlef

Transformée de Fourier : propriétés

ary(t) + bxalt)
x(t — to)

ei2mfat z(t)

(at)

x*(t)

x(—t)

Ty(t) = za(t)

x1(t) . zaft)

aXi(f) +bXa(f)

e~i2n X (f)
X(f - fo)
Lx (1)
X*(~f)
X(~f)

X (f) Xa(f)

Xo(f) = Xa(f)

Signal Transformée (en f) Transformée (en w)
x(t) X(f) Xw)
r(t) AL (f) Xy w)
Ta(t) Xa(f) Xa(w)

aXjlw) +6X5(w)
e—dute X (ur)

Xiw—wg) (wo=2mfp)

X (%)

X (—w)
X{—w)

Xy {w) Xalw)

_1—[_ Xy(w) * Xafw)

4 2(t) j2m f X(f) Jw X (w)
tx(t) £ 4 x(f) JEX(w)
[ a(r)dr a7 X(f) + 3X(0)5(f) =X(w) + mX(0)8(w)
X-f) = X X(~w) = X*'W)
z(t) réel X=n =[x X (—w)] = X(w)
ArgX(—f) = —-ArgX(f) ArgX(—w) = —ArgX(w)
J '
hit) < g(—f) ht) < 2mg(—w)
Relation de Parseval [ |e(t)Pdt S |2 (t) at
(signaux d’énergie finie) = fj:' | X(f)Pdf = 3 _[_*’;‘- X (w)|Pdw
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Transformée de Laplace bilatérale : propriétés

Signal Transformée RDC
z(t) X(s8) R
xi(t) Xi(s) R
z2(t) Xa(s) R
ar,(t) + bxs(t) aX,(s) + bX,(s) au moins R, N R,
(t —t.) e % X (s) R
e*oix(t) X(s —sg) R translaté de s,
x(at) i;-l){ (2) s € RDC
sic € R
z1(f) * za(t) X1(s)Xa(s) au moins Ry N Ry
;}‘}r(ﬂ sX(s8) au moins R
_tx(t) 4 X(s) R
J_r,,_ x(T)dr 1X(s) au moins RN {Re(s) > 0}
Th. valeur finale lim, ,58X(3) = z(+oc)
Th. valeur initiale
z(t) =0, t <0 i, 008X (5) = ={07)

Différence avec la transformée de Laplace monolatérale définie par :
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0

/ x(t)e *df
el

LH[x(t)] = XT(s)

On a la relation :

i
T l—x(t)] = sXT(s) —x(07)
L LH;[;‘J] X7 (8)—x(07)

Si x(t) ne présente pas d'impulsions a l'origine.

Table des transformées de Laplace
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Jit) F(s)
1
Pl 1 ou wuit) -
5
P2 t Lﬁ
2
5 ; o !
P3 t" (n entier positif) oy |
s
P—‘- ,—m' ;
‘ s5+a
— I
P5 te —
(5+a)
P6 sinw ¢ %
§ +w
5
P7 COSw ¢ -
5 tw
P8 e sinwt —= 7
(s+a) +w
o S+a
PO e " Ccoswt U E—
(s+a) +w
- 2.;:.' 5
P10 fsinw ¢ —
[s" +w”)
P11 t COSw t el
['.':' o }
I l"fn +1 )
P12 t',nel, n>-1 =
— {5
P13 ult—a) e
5
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U] F(s)
P14 8 (1) |
P14 a 6(t—a) e
P15 a f(t)+belt) a F(s)+bG(s)
P16 (1) sF(s)-r(0%)
P17 (1) s* F(s)—s f(0) = £(0)
PIS ") s F(s)=s"" £(0)-..=r"(0)
P19 e £(1) F(s+a)
P20 Flat) 1 i’]
v \ (7
[ R n u‘r”
P21 t f(t) (—1)" — Fl(s)
ds"
P22 flt—a)u(t—a) e “ F(s)
I
P23 j_,f'l:.r}d.r F(s)
0 5
I
P24 j_;'fx}gu —x)dx F(s)-G(s)
0
P .
P25 f(t), une fonction périodique ju_'“r_;'f:}u'r
de période P 0 .
=g

P26 a(t)u(t—a) e Llg(t+a))
lim s F(s)=£(07)

]in{]' s F(s)=lim ()

t —aa

sl les limites existent.
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Fis) V()
1 . . n—I —at
P27 —, n entier positif e %
(s+a) (n—1)!
P28 . ! - —sin(w f)
¢ 4w [FH
P29 I? ; —e " sin(w )
(s+a) +w” w
F?}[} - I - L Lu! 218 —4:!}
s —a 2a
F3| : 5 . _l Le:.f E—u.f}
A = -I}
5 —4a =
I . I ¢ —h
P32 —_—sla#h —_—le T — }
(s+a)ls+h) bh—a
P33 — 2 siazb ook ol —ae )
(s+a)ls+h) b—a
P34 ; %(sin{u; t)—wtcos(wt))
E.J,'_ +.JJ'} 2
P35 : —~ % tsin{w t)
f;' +.J."} o
P36 5 _}—I{sin{_,.- t)+w t cosfwt))
(Lol =
| 1
P37 . - —(1-cos(w t))
‘I;t_";_ +..»:.-'_.} W
| 1 3
P38 . — (w t—sin(w 1))
5 ..'5_ +-..v:.'_} W’
P39 —~  siwlzp %{cmfﬁ-;}—cm(.ﬂ}}
IS_ +_p'_)f.§_ + i_} i_ _..r.,'_
P40 I oLy, I (3 sinfw #) —w sin(3¢))

[:.';: +J,'::]E:.':: + i:}

A

COURS THEORIE DU SIGNAL (2022\2023)LICENCE 2: ELECTRONIQUE/TELECOMMUNICATION Dr S. TAHRAOUI

103



Université HassibaBenbouali de Chlef
Faculté de Technologie
Département d’Electronique

Transformées de Fourier usuelles

x(t) X(f) X{w)

exp(j2m fot) 57 = Jo) 2 8 (w — wp)

cos(2m fot ) 3180 — fo) +8(f + fo)] | m[8(w — wo) + &{w + wo)]
sin(2w fot) 2 [60f — fo) = 8(f + fo)] | Z[blw —wo) — 8w + wa)]

E::‘_x by explj2mwk fot) E::_x apd(f — kfo) Im E;—:—x i1y B — kg
1 8(f) 2md(w)
exp(—alt]) ; a >0 T L

signit) v.p. (_.i:_r) v.p. (J%J
uit) v.p. (ﬁlﬂ) + 24(f) w.p. (ﬁ) + wo(w)
rectay(t) 2T sinc (2fT)) = %}IT' 2T sine (<L) = Qsir:;.;Tl
2fosine(2fot) = T2 | rectay, (f) recta,, (w)
EXp [—rr (I:_—J_s)] o exp[—= (o f)?] o exp [_ '”::2]
a(t) 1 1
&"(t) (dérivée nltme) (j2n )" ()"
'5“ - fu]l E"_'{.P[—JEJTffu::I ux:[]{—j;‘_;f”j
heeoc O(t — KT) X ol - k) Iy a(w - K

wo = 2mfy
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Transformées de Fourier usuelles
(Fonctions nulles pour t < 0)

x(t) X(f) X(w)

u(t) v.p. (},L_Jr) + 30(f) | vp (J':) + wd(w)
exp(—atju(t) : Rela) >0 }_,—_}ﬁ _7*]—_,4,
texp(—at)u(t) ; Re(a) >0 [—};J-}?”g E}:hg
[:i'%ll]!c-xp{—at]u{f] . Re(a) =0 e ]H”., GJTJ
exp(—at)sin(2w fyt) u(t) : Re(a) >0 |j2rrf+rf]§£r_'_rnf..1-' AT AW
exp(—at) cos( 27 fot) u(t) ; Refa) >0 [J,Hji.":;if:ﬁ_}ﬁf”]_- Gﬁh

wy = 2mfp
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